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RESUME

Ce rapport comprend quatre chapitres principaux, un chapitre d'introduction,

une gannexe.

Le chapitre O (d'introduction) tente de situer en termes généraux les techniques
d'analyse de domnées dans 1'ensemble des techniques statistiques, et insiste sur
les aspects spécifiques de ces méthodes et leur contribution 3 certaines recherches
socio—économiques. Cette introduction fait souvent référence au chapitre 4, qui

est un recuell de trois exemples pratiques d'application.

L'analyse des données apparalt comme un nouvel Znstrument d'observation répon-
dant 3 la nécessité d'organiser sans intervention certains matériaux statistiques
complexes, sans qu'il soit nécessaire de réduire ou de simplifier a priori le

champ de 1'observable.

On insiste surtout sur les qualités nécessaires du recueil de données, sur la
mise en évidence de faits statistiques, sur la technique de régression visualisée
(projection de variables illustratives), particuliérement utile lors des dépouil-

lement d'enquétes.

Le chapitre 1, "Exposé technique des méthodes', reprend un cours professé en
partie a2 1'I.S.U.P. (Cycle de Statistique appliquée et Centre d'enseignement et de
recherche en statistique appliquée) et dans le cadre d'un groupe de travail sur
1'analyse des données a 1'E.N.S.A.E. Cet exposé nous a semblé nécessaire pour don-
ner une certaine autonomie i l'ensemble de ce rapport, puisque les notions qu'il
introduit sont supposées connues dans les chapitres suivants. Il s'agit d'un exposé
technique mais &lémentaire. Des considérations plus historiques que pratiques nous
font commencer par 1l'analyse en composantes principales. L'analyse des correspon-
dances est présentée de divers points de vue. Suivent ensuite, pour information
et a4 titre d'exercice, 1'analyse factorielle classique, les analyses canoniques et

discriminantes.



Les chapitres 2 et 3 sont deux contributions a 1'étude des données socio-

économiques.

Le chapitre 2 traite de l'analyse de certaines correspondances multiples. On
propose, pour 1'étude de ce type de données, une méthode qui s'introduit naturel-
lement 3 partir de 1'étude des questionnaires mis sous forme disjonctive compléte

(formés de questions dont les modalités s'excluent mutuellement).

Les programmes d'application en F@PRTRAN IV commentés, sont adaptés aux fichiers
volumineux. Ils comportent notamment un programme de construction de partition
adapté a ce type de questionnaire. Un exemple d'application figure en fin de cha-

pitre : '"Description de la structure de l1'échantillon d'une enquéte'.

(L'exemple 1 du chapitre 4 constitue également une application de la méthode

évoquée dans ce chapitre).

Le chapitre 3, sous le titre : Description de certaines relatiors binatires,
comporte deux volets : dans une premiére partie, on étudie la fagon dont 1l'analyse
des correspondances restitue des structures élémentaires telles que celle de gra-
phe symétrique. Le seconde partie concerne les relations binaires connues de fagon
exogéne entre individus statistiques, telles que les relations de voisinages exis-—
tant entre des zones géographiques. On définit une technique d'"analyse locale"
permettant de mettre éventuellement en évidence 1'échelle des relations entre va-
riables. On propose également une généralisation de 1'analyse descriminante. Le
listage des programmes en FPRTRAN IV est suivi par un exemple d'application & 1l'étu-

de de la structure socio-professionnelle des 80 quartiers de Paris.

Le chapitre 4 rédigé par N. TABARD, comporte trois exemples d'application.

Le premier exemple traite de 1'analyse des questionnaires. On éprouve par 1l'ana-
lyse des données la coh@rence des réponses a des questions d'attitude sur le théme
de la politique des prestations familiales (enqu&te CNAF 1971). L'analyse fait res-
sortir les principales significations de ces réponses : opposition entre prestations
en espéces (allocations diverses) et prestations en nature (services et équipements
collectifs) d'une part et d'autre part réactions a l'institution éventuelle de cri-
téres sélectifs pour l'attribution des prestations. l'analvse des données permet

dans ce cas une interprétation des non-réponses.



Le second exemple porte sur des budgets familiaux. On traite comme un tableau
de contingence l'ensemble des dépenses de consommation des ménages de la communau-
té économique européenne. Les ménages sont répartis en 55 groupes socio-géographi-
ques, les dépenses en 65 postes de consaommation. La carte géographique de la C.E.E.

ressort dans le plan des deux premiers facteurs.

Le troisiéme exemple est l'analyse d'un tableau de contingence reposant sur un
recensement partiel : la répartition des familles allocataires résidant dans les
communes—échantillon de 1'enquéte CNAF 1971, selon le nombre d'enfants et la percep-

tion ou non de 1'allocation de salaire unique (ces trois critéres croisés).

Enfin, on a jugé utile de donner en annexe, rédigée avec la collaboration de
G. LACOURLY, des listages des programmes d'analyse de données usuels en langage

APL.
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CHAPITRE O

REMARQUES SUR L'APPORT DES METHODES D'ANALYSE DES DONNEES
A LA RECHERCHE EN SCIENCES HUMAINES

Dans ce chapitre d'introduction nous allons résumer le point de vue d'un pra-
ticien, non spécialiste des questions d'épistémologie des sciences de 1'homme, sur
1'apport éventuel des techniques d'analyse des données a la recherche socio—écono-
mique. Nous allons, pour cela, &tre amené a définir ces techniques en insistant
dans la mesure du possible sur ce qui peut &tre considéré comme original et acquis.
I1 va de soi qu'un méme outil peut donner lieu a toutes sortes d'usages et de pra-
tiques, et que l'originalité ou le progrds a attendre des méthodes que nous étu—

dions seront également tributaires de la démarche intellectuelle du chercheur.

Nous devrons également dire quelques mots de la recherche socio—-économique, en

essayant de nous limiter & la toute petite portion de cette recherche qui nous in-

téresse plus directement : la connaissance des faits.

Nous nous appuierons d'une part sur des exemples concrets d'applications de

ces méthodes, d'autre part sur des écrits, dont la responsabilité de l'interpre-

tation incombe i 1'auteur de ces remarques.
I - L'analyse des données : définition pratique et généralites.

Le traitement statistique d'un tableau de valeurs numériques pourra étre

considéré comme relevant de 1'analyse des données, sli toutes les conditions ci-
dessous sont satisfaites simultanément :

a)

le tableau & étudier est vaste, ou au moins suffisamment important pour que

sa taille soit un obstacle 3 une connaissance directe de son contenu.

b) il n'existe aucun mcdele a priori, de nature probabiliste par exemple, con-
cernant les éléments du tableau (ce qui ne signifie pas gque la méthode

d'analyse ne puisse éventuellement s'inspirer de la nature méme du tableau).

c) le traitement se fait & 1'aide d'un ordinateur.
Ces trois caractéristiques ne sont pas indépendantes plus le tableau a
étudier comprendra de variables, plus le champ des hypothéses probabilistes

réalistes se rétrécira ; de plus, le volume des calculs impliquera le recours a



un traitement automatique. Ainsi, la premiére des caractéristiques impliquera

souvent les deux suivantes.

Une dénomination équivalente de 1'analyse des données est '"Statistique
descriptive multidimensionnelle". Par contre, l'expression '"Analyse multidi-
mensionnelle' désigne plus généralement tous les traitements statistiques met-
tant en jeu de nombreuses variables, y compris les techniques impliquant 1'usage
d'hypothéses statistiques extrémement fortes, telle que 1'analyse multidimen-—
sionnelle de la variance ; (il en est de méme pour les expressions ''analyse

multivariée" ou "analyse multivariate').

Nous ferons donc cette distinction terminologique importante, qul semble

admise par les principaux fondateurs de 1'analyse des données.

Ainsi défini, 1'ensemble des techniques d'analyse des données comprend
principalement :
- les techniques d'analyse factorielle descriptive.

-~ les techniques de classification automatique.

I-1. L'analyse factorielle descriptive.

Le principe général de cette méthode, ainsi que ses diversifications,
notamment 1'analyse des correspondances, est exposé en détail (bien que de

fagon élémentaire) au chapitre I.

En résumé, tout tableau de nombres de dimensions (n x p) peut donner lieu,
aprés d'éventuelles transformations, a la construction de deux nuages de points
dans des espaces ayant respectivement n et p dimensions. Les techniques
d'analyse factorielle descriptive ont pour but de réduire les dimensions de
ces espaces (en ajustant aux nuages des sous-espaces vectoriels de faibles
dimensions) afin d'obtenir des représentations visuelles des proximités exis-

tant entre les points des nuages.

L'analyse des correspondances joue un rdle privilégié pour l'étude des
tableaux homogénes de nombres positifs, car les hypothéses mises en jeu sont
assez faibles, l'interprétation des proximités est facile, enfin, les propriétés
d'invariance sont satisfaisantes. (Symétrie entre les deux dimensions du ta-

bleau, caractérisation des points des nuages par des profils, propriétés de

la distance).



Pour utiliser une image que nous reprendrons dans le chapitre consacré a
la description des relations binaires, 1'analyse factorielle descriptive est
un outil qui fonctionne un peu comme un appareil radiographique ou un micros-

cope électronique.

On obtient des représentations i partir d'un phénoméne caché ou inaccessi-
ble, et 1'on induit la structure ou certains traits pertinents du phénoméne a
partir de régles d'interprétation, L'idéal serait de disposer d'une technique
"standard" afin de pouvoir en banaliser l'usage, et de permettre au plus grand
nombre de chercheurs de 1'utiliser. C'est 13 un peu le rdle dévolu & l'analyse
des correspondances dans la plupart des applications en socio-économie, notam-—

ment en raison des propriétés favorables de cette méthode rappelées ci-dessus.

I-2. La classification automatique

Ces méthodes ont pour objet de fournir des représentations assimilables
i partir de tableaux rectangulaires de données, mais en faisant apparaltre des
structures telles que des partitions, des hiérarchies de partitions, des arbres

(structures mettant en jeu des relations d'inclusion, d'ordre, d'incidence).

On peut classer ces méthodes de classification d'aprés les grands princi-
pes techniques mis en oeuvre, ou au contraire du point de vue de l'utilisateur.
Schématiquement, il existe deux grandes catégories de méthodes :
- les méthodes dites "ascendantes" (ou agglomératives), qui partent des indi-
vidus 3 classer et les agrégent progressivement.
- les méthodes dites "descendantes'", qui segmentent 1l'ensemble des individus,

en construisant de proche en proche des classes de plus en plus fines.

Non moins schématiquement, il existe deux grands types d'utilisations de
ces méthodes (qui ne sont pas forcément disjoints au cours d'une méme applica-—
tion). Il s'agit de :
~ découvrir des structures préexistantes

- organiser les données.

Pour désigner cette derniére démarche, M.G. KENDALL parle quelquefois de

"dissection" qu'il oppose ainsi a classification.

Ces deux démarches possibles concernent d'ailleurs également 1'analyse

factorielle pour laquelle cette dichotomie est cependant moins tranchée, de



par le caractére continu des représentations obtenues.

En fait, nous parlerons assez peu des méthodes de classification automa-
tique, qui, du point de vue des applications au domaine socio—-économique, n'ap-
portent en général pas d'avantages substantiels en sus des méthodes d'analyse
factorielle. Toutefois nous serons amenés i utiliser des méthodes de recherche
globale de partitions sur certains fichiers de grandes dimensions (cf. chapi-
tre 3), en utilisant des algorithmes qui ne sont pas les plus élégants du point
de vue théorique (méthode "quick and dirty', selon les statisticiens anglo-
saxons), mais qui sont les seuls utilisables sur les fichiers volumineux qui
nous intéressent principalement. Les méthodes de classification hiérarchique
peuvent rendre de grands services dans les problémes de constructions de nomen-
clatures. Cependant, la multiplicité de ces techniques et l'effervescence qui
régne autour de ce domaine de recherche tout nouveau nous ont conduits 3 ne
retenir que les techniques dont 1'utilité est incontestée : comme le signale
un statisticienl! il est presque plus facile actuellement pour un chercheur
d'inventer & propos d'un recueil de données un nouvel algorithme de classifi-
cation, que de tirer quelque chose de ces données !.... Cette boutade a le
mérite de rappeler que tout travail interdisciplinaire est menacé par la fuite
dans la technique de certains de ses participants qui cédent adlors a cette

force centrifuge pour éviter 1'ascése d'une communication toujours difficile.
II - Exhibition et illustration d'une structure

I1 est fréquent, lors de 1'apnalyse d'un tableau de données, d'illustrer
les typologies obtenues en projetant des variables supplémentaires. Contrai-
rement aux variables ayant servi 4 exhiber ces typologies a partir du corpus,
ces variables illustratives peuvent concerner les thémes les plus variés, et
constituer un ensemble assez hétérogéne... Ainsi, la typologie des communes de
la région parisienne? a pu 8tre illustrée successivement par une mise en évi-
dence de 1'dge des immeubles, du nombre d'enfants, des é€quipements sanitaires
des logements, par projection des différentes catégories socio-professionnelles
avec individualisation des sexes, etc... En somme la typologie obtenue est une

trame qui peut recevoir différents tissages suivant le théme retenu.

Cette procédure d'illustration n'est autre qu'une régression, ol 1'on ne
s'intéresse pas principalement aux '"coefficients de régression', comme cela
est courant lors de la plupart des utilisations de ces techniques, mais a

] - Cf. R.M. CORMACK - A review of classification. Applied statistics 1971 - Rapport de

synthése et discussion.
2 - L. LEBART et N. TABARD (op. cité).



certains aspects descriptifs que nous allons expliciter briévement.

Plagons nous, comme cela est fait classiquement, dans 1l'espace dont les
coordonnées représentent des observations. Les points de cet espace sont des
variables, que nous supposerons dichotomisées en variables exogénes (ou expli-
catives) et endogénes (ou variables a expliquer). Sommairement, disons que les
variables exogénes engendrent une certaine variété linéaire, sur laquelle on
projettera les différentes variables endogénes (que 1'on désire expliquer sépa-
rément par ces variables exogeénes). Les coordonnées de cette projection dans
la base formée par les variables exogénes sont précisément les coefficients
de régression. On sait que si cette base est une ''mauvaise base', c'est—-a-dire
s'il existe des colinéarités entre les variables exogénes, ces coefficients
seront assez imprécis. Le probléme qui nous intéresse ici est assez différent
nous aimerions voir, au sein de la variété linéaire que nous qualifierons en
bref d'explicative, quelles sont les positions des projections des variables
3 expliquer vis-3-vis des différentes variables exogénes? Pour que cette vi-
sion soit possible, il nous faut d'abord chercher un ajustement par un Sous-
espace a deux dimensions de cette variété, puis projeter les points représentant
les variables endogénes sur ce sous—espace : on reconnait 13 une variante de la
régression linéaire multiple (régression aprés orthonormalisation des variables
exogénes), qui coincide, dans cette optique d'utilisation, avec 1'illustra-

tion de la typologie des variables exogénes par les variables endogeénes.

On peut toujours dans cette optique, considérer une analyse de données
comme la premiére étape d'une régression qui prépare notre corpus a accueillir

les variables 1llustratives.

Cette technique de régression visualisée jour un grand rdle lors des
dépouillements d'enquétes. Ainsi, dans l'exemple du chapitre 11, § VI, 1la
structure de 1'échantillon d'aprds les caractéristiques objectives des ménages
constitue un "résumé explicatif potentiel" sur lequel les variables les plus

diverses pourront &tre projetées.

Aux fastidieux dépouillements des tableaux croisant des variables deux 3
deux est substituée une représentation qui utilise 1'ensemble des dépendances
entre variables. Si le "résumé explicatif potentiel est constitué a partir
de 1'ensemble des modalités de 30 variables, la projection des modalités d'une
variable supplémentaire nous fournit une représentation remplagant la lecture

de 30 nouveaux tableaux croisés.
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Le gain n'est pas seulement mesurable arithmétiquement, car la représen-
tation obtenue est chargée de significations qui la rendent vivante et assi-

milable.

Cette méthode de régression visualisée ne permet pas seulement de procéder
4 des dépouillements rapides, qui sont autant de coloriages de la carte struc-
turale qu'il y a de variables illustratives ; elle permet de vérifier la cohé-
rence logique d'un systéme de réponses et de détecter d'éventuelles erreurs

ou anomalies.

Ce seul aspect de 1'utilisation des méthodes suffirait 3@ justifier leur

emploi systématique dans les dépouillements d'enquétes:

Considérons ainsi 1'exemple 1 du chapitre IV. Un questionnaire d'enquéte
laissait la possibilité aux enquétés de ne pas répondre 3@ une question, alors

que les modalités prévues couvraient en fait toutes les réponses possibles.

Les non-réponses traduisent donc un comportement de 1'enquété que 1l'on
peut qualifier en bref d'anormal, ou de déviant. Les effectifs de non-réponses
sont d'ai{leurs faibles. Comme le phénoméne de '"refus de répondre'" est distinct
du théme qui fait 1l'objet des questions, 1'adalyse n'a &té faite que sur les
modalités correspondant 3 une réponse effective (les non-réponses ayant été
ventilées de fagon aléatoire pour chaque individu entre les diverses modali-
tés de réponses de la question correspondante). La projection des non-répon-
ses, dans un second temps, permet de voir, pour chaque question, de quelle moda-
lité de réponse effective se rapprochent les non-réponses, et donc de comprendre
le phénoméne des non-réponses qui apparaissent dans ce cas particulier notam—

ment comme des substitut des réponses faisant intervenir des négations.
Qualités nécessaires d'un recueil de données

Nous avons utilisé jusqu'ici l'expression "tableau de données' comme
s'il s'agissait de quelque chose de parfaitement défini. En fait, n'importe
quel tableau ne sera pas analysable, si certaines conditions générales ne
sont pas réalisées, L'analyse d'un tableau de données fournit des résul-
tats ayant une certaine permanence, et, l'expérience le montre, pouvant
8tre interprétés aisément, si ce tableau de données vérifie les deux condi-

tions d'homogénéité et d'exhaustivité (1).

(1) cf. J.P.

BENZECRI : (1970) La pratique de 1'analyse des correspondances, in '"L'ana-
lyse des données' Tome IIA n°2 - DUNOD 1973.
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Un tableau de contingence, croisant deux partitions d'une méme popula-
tion, posséde ces deux qualités de fagon idéale : les mesures sont des fré-
quences absolues d'individus ou d'occurrences diverses , elles sont toutes
de méme nature et il est licite de calculer des sommes sur les lignes et les

colonnes du tableau.
Le critére d'homogénéité est donc satisfait.

Le critére d'exhaustivité est lui aussi satisfait puisque nous avons
affaire 3 des partitions (tout individu appartient 3 une classe, et nous pre-
nons en compte toutes les classes). Il s'agit bien entendu ici d'exhaustivité
vis—-3a-vis d'une population particuliére. En fait, le concept d'exhaustivité
se rapporte a un phénoméne, et la population &tudiée, si elle ne résulte pas
d'un recensement global, devra de plus @tre dans une certaine mesure repré-
sentative du phénoméne. Le mot ''représentative' est pris 1ci dans un sens beau-
coup plus large que dans la théorie des sondages, et beaucoup plus imprécis
(en 1'absence de travaux théoriques permettant d'affiner cette notion) : la
population doit recouvrir tous les aspects du phénoméne, sans qu'une importance
excessive soit attribuée 3 un systéme de pondération ou de stratification.
(Seuls, les moments du second ordre interviennent de fagon directe dans les

calculs).

La condition d'homogénéité permettra de considérer les lignes (ou les
colonnes) du tableau de données comme les éléments d'un méme espace, et de
définir entre ces éléments une distance qui soit la moins conventionnelle pos-
sible. La condition d'exhaustivité permet de délimiter par des frontiéres qui
soit les plus naturelles possibles les nuages construits & partir de ces élé-

ments.

Si la définition de 1'homogénéité est relativement claire (l'addition des
éléments des lignes ou des colonnes du tableau doit avoir un sens), la notion
d'exhaustivité reste vague, lors de nombreuses applications, car elle suppose
une définition rigoureuse du "phénoméne" observé, ce qui est parfois difficile
a priori. Lors de 1'étude de la structure socio—professionnelle des 80 quartiers
de Paris (cf. chapitre III, § 2.6), le tableau de contingence analysé semble
avoir toutes les qualités requises ; cependant, le fait de se limiter & 1'étude
de la population "intra-muros', en coupant Paris de l'ensemble de 1l'aggloméra-
tion donne des frontiéres assez conventionnelles 3 1'étude. A posteriori, pour-
tant, il apparaitra que le boulevard périphérique n'est pas une limite si con-

ventionnelle, et que la population de Paris mérite d'€tre étudiée de fagon
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1 nous a

isolée. Une étude de l'ensemble des communes de la région parisienne
prouvé que, 3 quelques exceptions prés, les quartiers de Paris formaient un
sous—ensemble assez facilement isolable. En fait, les deux qualités que nous
exigeons des tableaux de données font partie des recommandations générales

que les linguistes s'imposent pour constuire un corpus ; ainsi, a propos de

la recherche sémiologique? Roland BARTHES écrit : "D'une part, le corpus doit
étre assez large pour qu'on puisse raisonnablement espérer que ses éléments
saturent un systéme complet de ressemblances et de différences ; il est sur

que lorsque 1l'on dépouille une suite de matériaux, au bout d'un certain temps
on finit par rencontrer des faits et des rapports déji repérés'"...''ces retours
sont de plus en plus fréquents jusqu'ad ce qu'on ne retrouve plus aucun matériau
nouveau : le corpus est alors saturé. D'autre part, le corpus doit &tre aussi
homogéne que possible ; d'abord, homogénéité de la substance ; on a évidemment
intérét a travailler sur des matériaux constitués par une seule et méme subs-

tance, 3 l'instar du linguiste qui n'a affaire qu'd la substance phonique..."

En fait, la meilleure justification des caractéristiques du recueil de
données est celle qu'impose une méthode de travail, assez générale, qui con-
siste, lors de 1'étude de systémes complexes, & ne pas méler les hypothéses
et les conclusions : une typologie construite & partir de mesures non homo-
génes ou de relevés partiels est en effet difficile & interpréter : elle est
hypothéquée d'une part par les arbitraires dans les codages inhérents a 1'hé-
térogénéité des mesures, d'autre part, par le troncage du champ global des
observations. Comment faire la part des manipulations et des carences dans
la lecture des résultats ? Lorsque les variables sont trés nombreuses, on
peut vérifier, par des simulations adaptées, que les arbitraires de codages
ne jouent éventuellement qu'un rdle limité... grdce aux grands nombres, 1'ex-
haustivité peut ainsi venir au secours de l1'hétérogénéité. En fait, dans ce
dernier cas, il existe toujours des possibilités de codages homogénes redon-

nant les mémes résultats (analyse des rangs>, codages binaires disjonctifs, etc.)

On pourra vérifier que pour les cinq exemples figurant dans ce rapport,
les recueils de données satisfont bien ces recommandations :
1) - le cas des quartiers de Paris a déja été rapidement examiné.
2) - 1'exemple de la structure de 1'échantillon de 1'enquéte CNAF-CREDOC

(chapitre II, § 6) est peut-&tre le plus délicat & justifier de ce point

de vue. La dimension '"individus'" du tableau est bien homogéne et exhaus-
] - Morphologie sociale des communes urbaines. L. LEBART et N. TABARD - Consommation 1971.
2 — R. BARTHES - Elements de sémiologie - (GONTHIER) - 1964.

3 - L. LEBART - J.P. FENELON - Statistique et Informatique appliquées — DUNOD - 2éme
édition - 1973.
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tive de par la construction de 1'échantillon ; la dimension 'variable", si
elle est homogéne du point de vue du codage (questionnaire disjonctif complet)
ne 1'est pas du point de vue de la signification et de 1'importance des varia-
bles (qui sont des caractéristiques objectives trés diverses des ménages).

', qui

Disons que le principe de pertinence, recommandé par les linguistes
consiste a ne retenir dans la masse hétérogéne des faits que ceux se rapportant
3 un seul point de vue, n'est absolument pas suivi dans ce type d'application,
dont la finalité est précisément d'obtenir une photographie de l'ensemble des
ménages enquétés dans le foisonnement de leurs situatioms. L'échantillonnage

de ces situations est heureusement suffisamment riche pour que la représenta-

tion obtenue puisse prétendre 3 une certaine stabilité.

3) - l'exemple des attitudes vis—a-vis de la politique familiale (chapitre IV -
§ 1) réalisé a partir du méme échantillon d'individus que 1l'exemple 2,
traite un ensemble de questions dont le codage est homogéne, qui se rapportent

toutes 3 un théme précis, et dont il est permis de penser qu'elles '"saturent"

ce théme.
4) - dans 1'exemple des structures de consommation des socio-régions de la
C.E.E. (chapitre IV - § 2), la dimension "consommation' est une partition

en 67 postes de 1l'ensemble des dépenses des ménages ; elle vérifie donc les
deux principes de fagon parfaite. La dimension "socio-région'" est un peu plus
hétérogéne, puisque les résultats relatifs & une méme région et a deux catégo-
ries de salariés distinctes forment deux unités statistiques distinctes, au
méme titre que deux régions. Le fait d'avoir limité 1l'enquéte aux régions de

la C.E.E. et a deux catégories de salariés peut également apparaitre comme une
troncature d'un phénoméne plus général (la C.E.E., en 1963, ne Fonstitue pas

un systeme clos ou autonome). Toutefois, ces objections de détail, comme 1'ana-

lyse elle-méme le prouve, n'invalident pas la qualité du recuell de données.

5) - 1'exemple de la structure des villes selon la composition des familles

et le travail des femmes (chapitre IV - § 3) vérifie bien les deux recom-
mandations puisqu'il s'agit d'un tableau de contingence. En fait, l'une des
partitions analysées provient du croisement de deux partitions : selon que la
mére travaille ou pas, selon la composition de la famille. Le principe de perti-
nence évoqué plus haut n'est donc pas respecté. Homogéne dans sa forme, le

tableau ne 1'est pas dans son contenu. Cette particularité est bien entendu

] - A. MARTINET - Eléments de linguistique générale - A. COLIN - 1960.
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exhibée par 1l'analyse elle-méme, oll la premiére bissectrice des axes facto-
riels est un axe ''mombre d'enfants" et la seconde un axe "travail de la mére" ;
ces deux partitions sont assez indépendantes entre elles, mais aucune des

deux n'est indépendante de la partition en ville : le premier facteur décrit
en réalité 1'intéraction des trois types de modalités : activité de la mére,

nombre d'enfants, ville .
IV - Accumuler des faits ou des idées

L'histoire des sciences montre que l'observation systématique des faits
et l'expérimentation ont toujours accusé un retard sur la déduction. Comme
1'explique fort bien PIAGET!, dont nous résumerons briévement 1'argumentation,

ce retard est exceptionnellement important dans le cas des sciences humaines.

L'expérimentation suppose une dépense d'énergie, une organisation, une
soumission 3 des instances extérieures sans rapport avec les conditions d'une
réflexion déductive. De plus, le réel est toujours d'une grande complexité
(il faut savoir pour voir...), et la lecture d'une expérience suppose déja
acquis un certain cadre logico-mathématique, si fruste soit-il. A ces pre-
miéres sources de retard, valables pour n'importe quelle science, s'ajoutent,
dans le cas des sciences humaines, des obstacles qui tiennent dans 1'ensemble
au caractére flou de la frontiére du sujet égocentrique et sujet épistémique :

limitons nous aux domaines sociologiques et économiques qui nous intéressent

plus directement.

les observations systématiques, ou, plus rarement, les expériences sont
différées ou jugées peu utiles de par la richesse des intuitions immédiates
possibles. Des données ou des faits qui ne sont qu'anecdotiques, l'expérience
personnelle du sujet permettent parfois de mettre en route des mécanismes Spé-
culatifs auprés desquels un rassemblement méthodique des faits peut paraltre

un plétinement stérile.

Ces mfcanismes spéculatifs peuvent d'ailleurs utiliser des cadres logico-
mathématiques trés élaborés, leur cohérence étant alors parfols un substitut

de leur adéquation a la réalité.

En sociologie, l'objet de la connaissance est un "nous' collectif dans
lequel le sujet est impliqué par différence. Les faits eux-mémes sont le pro-
duit d'un certain découpage réel, lui-méme tributaire du systéme de valeurs

du sujet. Ainsi toujours d'aprés PIAGET (op. cité page 31) "La décentration

1 - J. PIAGET - Epistémologie des sciences de 1'homme - GALLIMARD - UNESCO - 1970.
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comparatiste est en ce cas si difficile que ROUSSEAU, pour penser le phénoméne
social en cherchant ses références dans les comportements élémentaires et non
civilisés (ce qui marquait un grand progrés par rapport aux idées de son temps)
imagine le bon sauvage comme un individu antérieur 3 toute société, mais en

lui prétant, sans s'en rendre compte, tous les caractéres de moralité, rationa-
lité, et méme de déduction juridique que la sociologie nous apprend &tre les
produits de la vie collective. Ce bon sauvage est méme le produit d'une imagi-

nation si peu décentréde qu'il ressemble &tonnamment & ROUSSEAU lui-méme..."

Le rassemblement des faits, pouvant donner lieu & des mesures, a des comp-
tages ou a des codages particuliers constitue, pour n'importe quelle discipline
une phase ingrate du travail de recherche. De plus la difficulté d'une décen-
tration du sujet dans les sciences sociales fait peser sur les recueils de don-
nées la menace d'une circularité qui peut paraltre dangereuse, et semble con-

duire éventuellement & des tautologies.

Des exemples concrets d'application vont nous permettre de voir quelles
peuvent &tre les contributions des techniques d'analyse des données a la réso-
lution de ce probléme central, et de remarquer ''qu'un mouvement circulaire qui

se ressdre pour mieux cerner la réalité n'est pas un cercle vicieux'"!

L'idée générale est que, un peu comme en micro-physique ou l'expérimen-
tateur modifie le phénoméne qu'il veut observer, 1'observable se situe a un
niveau intermédiaire entre le phénoméne et l'observateur ; entre les faits,
qui résultent d'un certain découpage du réel hypothéqué par les valeurs ou
les normes du sujet épistémique, et les idées ou les intuitions que celui-ci
a du phénoméne, existent parfois des invariants, qui peuvent se dégager a par-—

tir d'une synthése automatique.
Nous appellerons ces invariants des 'faits statistiques'.
La notion de fait statistique :

On peut dans un premier temps définir un fait statistique comme 1'appari-
tion d'une structure, ou plus simplement d'une description, ayant des propriétés
d'invariance et de permanence, & partir d'une synth&se automatique (et donc
reproductible) d'un tableau de données statistiques vérifiant les deux propri-
8tés d'homogénéité et d'exhaustivité.

1 - J.P. BENZECRI - Analyse des données et mesure des grandeurs - note multigraphiée.
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La statistique descriptive multidimensionnelle n'est pas qu'une simpli-
fication ou une illustration de la réalité, comme l1'était la statistique des-
criptive classique (histogramme, diagrammes triangulaires, lissage rudimen-
taire de séries chronologiques), dans la mesure ol les résumés qu'elle intro-—
duit sont plus "découverts' que construits. L'idée de découverte s'impose pro-
gressivement lors des épreuves destinées & éprouver la stabilité des résultats
des analyses. Le fait statistique mis en évidence ne constitue cependant qu'un
matériau, parfois plus fiable! que les matériaux qui ont servi d le construire
pris isolément, qu'il convient d'étudier 3 nouveau, en utilisant des informations
extérieures au corpus de données analysées (cf. par exemple le r3le des varia-

bles illustratives évoqué plus haut).

Prenons l'exemple de 1'étude de la morphologie sociale des communes de la
région parisienne, ou celle des quartiers de Paris (synthétisée par la figurel

page 170), qui donne une typologie des professions et activités du méme type.

La typologie obtenue est largement indépendante des nomenclatures utili-
sées, parce que celles-ci sont assez fines (qu'il s'agisse de la nomenclature
en catégories d'activité ou en zones géographiques), de par les propriétés

mémes de la méthode de réduction utilisée.

Le premier axe factoriel extrait (d'une supériorité écrasante du point de
vue de la variance expliquée) s'interpréte aisément en termes de ''statut social
du lieu de résidence". Cet axe est conservé si 1'on agrege les 80 quartiers en
20 arrondissements, du point de vue de la cohabitation entre les diverses pro-—
fessions, et il est également conservé si 1'on agrége les 29 catégories d'acti-

vité en une dizaine de postes.

Le concept de statut social, attaché 3 un lieu de résidence ou a une pro-
fession,existe ; il n'est pas question de 1'annexer 3 titre définitif en 1'en-
fermant dans une définition analytique. Il est cependant possible de faire jail-
lir cette notion a partir de relevés statistiques et de programmes de calcul, quli
peuvent les uns et les autres 8tre mis en oeuvre de fagon analogue a propos
d'autres champs d'application : autre agglomération que la région parisienne,

autre nomenclature des catégories d'activité, etc...

Le progrés dans la connaissance réside bien dans la possibilité de répéter

et donc de communiquer certains types d'expériences.

1 - De par les propriétés de stabilité des résultats yis-a-vis des codages, des nomencla-
tures, des échantillonnages de variables.
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La résurgence de certaines formes constitue en quelque sorte une confir-
mation de l'existence de faits a un niveau qui n'est pas celui des données bru-
tes : l'exemple de la typologie des régions du marché commun 3 partir de leurs
profils de consommation (chapitre IV - § 2) nous montre qu'un nuage de points-—
régions, dont les coordonnées sont des postes de dépenses, admet pour meilleure
approximation plane la carte géographique de ces régions, sans qu'aucune infor-
mation d'ordre géographique sur les positions des régions ait &té introduite.
Ici, le fait statistique colncide avec une donnée de fait : la disposition des

régions les unes par rapport aux autres.

L'aspect graphique des informations issues des analyses de données permet
d'ailleurs de fagon assez inattendue, des progrés assez nets dans la percep-
tion de certains ensembles complexes de faits socio—économiques : le langage
usuel, de par son caractére linéaire et séquentiel, privilégie dans la descrip-
tion des relations les liaisons non symétriques du type "implication" (la notion
de causalité est plus facile 3@ exprimer que la notion apparemment plus naive
de covariation). Le langage graphique est &galement plus neutre parce qu'anté-

rieur au choix d'un style qui véhiculera un systéme de connotation.

L'invariance des résultats peut faire l'objet de vérifications empiriques
3 propros de chaque application particuliére : on peut vérifier, lors d'une
enquéte par questionnaire, que des '"ponctions" réalisées de fagon aléatoire
dans 1'échantillon et dans 1'ensemble des questions ne modifient pas de fagon
substantielle les représentations obtenues ; que celles—ci ne dépendent pas
d'éventuelles erreurs de mesure, de codage, de compréhension que 1l'on est en

droit d'attendre de la part des participants et des fabricants de 1'enquéte.

L'invariance et la stabilité des résultats sont peut-&tre une occasion de
parler de la "double convergence" que 1'on observe en analyse des données, et
qui distingue ces techniques des méthodes de statistique le plus usuelles.
Lorsque nous avons parlé d'exhaustivité, A propros des tableaux de données,
nous avons préconisé cette qualité pour les deux dimensions de ces tableaux,

qui jouent en général des rdles analogues sinon symétriques.

Le schéma classique de répétition d'épreuves indépendantes ou quasi-indé-
pendantes qui est 3 la base de la plupart des résultats les plus utilisés de
la théorie des sondages ne s'appliquera pas & la lettre (comment parler d'é-
chantillonnage dans un ensemble potentiel de questions qu'il n'est &videmment
pas possible de probabiliser ?), mais les principes géométriques de convergence

s'appliquent doublement, puisque, de fagon idéale, les deux dimensions du ta-

bleau sont aussi grandes que possible.
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Disons sommairement, que la loi des grands nombres nous dit comment amé-
liorer notre connaissance du niveau d'une variable lorsque le nombre des indi-
vidus sur lesquels cette variable est mesurée augmente indéfiniment. Mais la
connaissance des relations entre variables est améliorée et renforcée lorsque

le nombre de variables augmente é&galement.

Si la matrice des covariances se stabilise lorsque la taille de 1'échan-
tillon augmente, les premiers axes principaux extraits & partir de cette ma-

trice se stabilisent également lorsque les variables sont nombreuses.

Ceci implique en particulier le fait que les typologies obtenues par ces

méthodes 3 partir d'enquétes par sondage soient assez indépendantes du redres-—

sement de 1'échantillon.

Les moments du second ordre sont en effet moins sensibles que ceux du
premier ordre aux &ventuels systémes de pondération, et 1'espace des premiers
facteurs est lui-méme peu sensible aux fluctuations éventuelles de ces moments.
Ceci est en fait 1'ébauche d'une justification du primat de 1'exhaustivité
(toutes les situations doivent €tre représentées) sur la représentativité, pour

ce type d'analyse.



( CHAPITRE I)




IT
111
IV

VI

EXPOSE TECHNIQUE DES METHODES

Analyse en composantes principales (ACP)
Analyse des correspondances (AC)

Analyse factorielle classique

Analyse canonique

Analyse discriminante

Contrdle de validité des résultats en analyse
factorielle.



I

1.

21

I - ANALYSE EN COMPOSANTES PRINCIPALES (ACP)

GENERALITES

L'analyse en composantes principales est une technique de description

de données multidimensionnelles proposée entre les deux guerres par HOTELLING.

Elle est le produit d'une simplification de l'analyse factorielle clas-

sique mise au point au début du siécle par des psychologues.

L'apparition des moyens de calcul actuels a permis de diffuser et d'amé-

liorer cette technique, sans toutefois la modifier dans ses principes.

Nous profitons de 1'exposé sur 1'analyse en composantes principales pour
mettre en évidence le noyau théorique commun & toutes les méthodes d'analyse

des données usuelles, sous le nom d'Analyse Générale.

I[-1.1 - Domaine d'application

La situation pratique devant laquelle se trouve un utilisateur
éventuel de cette technique est la suivante : on posséde un tableau
rectangulaire de mesures, dont les colonnes figurent par exemple des
variables (des mensurations, des taux, etc...) et dont les lignes

représentent les individus sur lesquels ces variables sont mesurées.

En biométrie, il est fréquent de procéder a4 de nombreuses mensu-
rations sur certains organes, ou méme certains animaux. En économie,
il est fréquent que l'on ait 3 noter les diverses dépenses d'un mé-
nage. Les tableaux numériques ainsi obtenus, dés qu'ils sont un peu
volumineux, sont difficiles a synthétiser, et l'information qu'ils

contiennent n'est pas assimilable de par son foisonnement méme.

La caractéristique que doivent remplir ces tableaux pour étre

1'objet d'une description par 1'ACP est la suivante :

- 1'une au moins des dimensions du tableau est formée d'unités ayant
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un caractdre répétitif, 1'autre pouvant &tre éventuellement plus

hétérogéne.

Les lignes , dans les exemples cités plus haut, ont ce caractére
répétitif : on les désignera en général sous le nom "d'individus" ou
"d'observations', les colonnes étant désignées sous le nom de variables
Ces lignes peuvent apparaltre comme des réalisations indépendantes
de vecteurs aléatoires, dont les composantes sont les différentes va-

riables.

NOTATIONS : Le tableau de données sera désigné par la lettre X en
notation matricielle. La matrice X sera d'ordre np, au-

trement dit, elle aura n lignes et p colonnes. Son terme généri-

que est x.., i-éme observation de la j-éme variable ; dans tous

les développements qui vont suivre, n sera l'effectif des individus,

p le nombre de variables. La transposée de X sera notée i, elle

a donc p lignes et n colonnes.
I-1.2 - Interprétations géométrigues.

Pour comprendre les opérations de réduction pratiquées par 1'ana-
lyse en composantes principales, il est utile de représenter géomé-
triquement les lignes et les colonnes du tableau X par des "points"

d'un espace 4 p ou n dimensions.

Les n lignes peuvent étre considérées comme 1 points d'un
espace a2 p dimensions, noté Rp, alors que les p colonnes peuvent
également étre considérées comme des points d'un espace a3 n dimen-—

3 - n
sions noté R .

- Dans Rp, les proximités existant entre les points (qui repré-
sentent des individus ou des observations) ont une interprétation
directe pour l'utilisateur : si deux points sont trés proches,
cela signifie que dans l'ensemble, leurs p coordonnées sont trés
proches, donc que ces deux individus sont caractérisés par des
variables voisines. (Par exemple, les deux ménages représentés
par ces polnts consomment les mémes produits, de fagon analogue) .

- Dans R", la proximité de deux points-variables signifie que pour

ces deux variables, les n individus ont des valeurs volsines.

Cela peut vouloir dire que ces variables mesurent une méme chose,
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ou encore sont trés liées.

Toutefois, 1'interprétation de ces proximités est évidemment treés
fruste pour l'instant : des problémes d'échelles de mesure se posent
d'emblée : comment calculer effectivement la distance de deux varia-
bles si 1l'une est exprimée en centimétres et 1l'autre en kilogrammes ?
Comment interpréter une proximité moyenne dans RP ? Est-ce que deux
individus moyennement proches dans RP  ont des valeurs "moyennement
proches' pour chacune des variables, ou au contraire trés proches

pour certaines et éloignées pour d'autres ?

L'ACP nous permettra de répondre & ces questions ; supposons
provisoirement que ces proximités ont un sens : le principe général
de la méthode va alors consister a les représenter graphiquement par
ajustement. On cherchera, dans RP et Rn, des sous—espaces vectoriels
de faibles dimensions (une, deux, trois par exemple) qui ajustent au
mieux les nuages de points-individus et de points-variables, de fagon
i ce que les proximités projetées reflétent, autant que faire se pourra,

les proximités réelles.

La mise en oeuvre de 1'ACP nécessite en premiére approximation
deux types de considérations, et utilise deux types de résultats :
les uns sont purement mathématiques, les autres sont de nature sta-

tistique.

Nous allons nous efforcer de séparer ces deux types de démarches
et de résultats, afin que l'utilisateur éventuel sache clairement
distinguer ce qui est définitivement acquis de ce qui nécessitera de

sa part prudence, finesse et circonspection.

Le paragraphe suivant exhibe donc, sous la forme d'un probléme
d'approximation numérique, les résultats mathématiques sous—jacents

a 1'ACP.

La lecture du paragraphe III n'est pas necessaire a la compréhen-
sion de 1'ACP. Elle le sera par contre pour l'étude de 1'Analyse des
correspondances et de l'analyse discriminante. Le paragraphe IV re-

viendra sur les aspects statistiques de 1'ACP.
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ANALYSE GENERALE

Nous désignerons comme précédemment par X un tableau (&2 n lignes et
p colonnes) de valeurs numériques. Supposons que l'on sache, a priori, que
le tableau X contient des informations redondantes ou dépendantes les unes
des autres, et que l'on se propose de réduire le volume de stockage du tableau
X ; ainsi, le tableau X peut avoir 2 000 lignes et 300 colonnes, et repré-
senter les réponses d 300 questions de 2 000 individus constituant un échan-

tillon statistique.

La matrice X a ainsi 600 000 é&léments. Pour des raisons diverses, il
existera des liaisons fonctionnelles ou stochastiques entre certaines ques-
tions. Peut-on résumer ces 600 000 valeurs par un nombre inférieur de valeurs
sans perte notable d'information, compte tenu de ces liaisons et interrela-

tions’

11 existe, dans certains cas trés particuliers, des solutions empiriques
a ce probléme de réduction du codage de 1'information. Si les questions sont
codées en 0 ou | selon l'absence ou la présence d'un caractére, la réponse
O (non) a la question "Etes-vous marié ?" impliquera la réponse 0 a la ques-
tion "Votre femme a-t—-elle plus de 40 ans ?", d'oli, dans ce cas, une réduction
possible (mais conduisant 3 des complications inextricables) du volume des

données .

Nous cherchons au contraire une technique de réduction s'appliquant a
n'importe quel type de tableau, et conduisant a une reconstitution rapide du
tableau de départ. Pour cela, nous nous placerons successivement dans les

espaces vectoriels rRF et R" (pour notre exemple : p = 300, n = 2 000).

[-2.1 - Ajustement_dans _R?

Chacune des n lignes du tableau X est un vecteur, Ou encore
un point, de RP. L'ensemble du tableau est un nuage de n points.
Si par hasard ce nuage était contenu dans un sous-—espace vectoriel a
q dimensions de Rp, nous aurions résolu notre probléme d'approxi-—

mation.

Alnsi, i ies < UUU polnts individus sont dans un sous—espace
i 10 dimensions (ou plus généralement si leurs positions sont recons-—
tituées de fagon satisfalsante a partir de leurs positions dans ce

sous—espace), il suffit de connaftre la nouvelle base (10 vecteurs a

300 dimensions) et les nouvelles coordonnées des points dans cette
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base (2 000 vecteurs & 10 dimensions) pour reconstituer les positions

des points dans Rp, donc pour reconstituer les 600 000 coordonnées

initiales. Or : 10 x 300 = 2 000 x 10 = 23 000.
On pourrait donc reconstituer 600 000 nombres a partir de 23 000.

Commengons donc & chercher un sous-espace vectoriel & une dimen-

sion qui ajuste au mieux le nuage de points.

Figure 1
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Soit U un vecteur unitaire. On désignera par u la matrice-

colonne associée et par U sa transposée. Puisque u est unitaire,

du = 1.

sur le sous—-espace 3 une dimen-

n'est autre que le produit scalaire oM. d,

_6)1 et de 1.

La projection d'un vecteur [0
sion engendré par U
somme des prodults terme & terme des composantes de
est un vecteur de rP.

Chacune des n lignes du tableau X
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Le produit matriciel Xu est une matrice-colonne 4 n éléments,

dont chaque élément est le produit scalaire d'une ligne de X par 4.

Ainsi, les n composantes de la matrice colonne Xu ne sont

autres que les n projections OH, des n points du nuage sur U.

Un critére d'ajustement du sous—espace vectoriel consiste a mini-

miser 1la somme des carrés des écarts :
n
< .2
> M.H.
. 1 1
1=1

(C'est en fait le critére qui conduit aux calculs analytiques les

plus simples).
' - N g — 2 —2 — 2
D'aprés le théoréme de PYTHAGORE : EEMiHi = EEOMi - EZOHi

— 2 . ey oF : : ~ .
Comme :ZOMi est une quantité fixe, 11 revient au meme de maxi-—

~ ~

miser Ezéhf = [iﬁ] Xu = u X Xu.

Pour trouver u, on est donc conduit & chercher le maximum de

~
la forme quadratique u X Xu, sous la contrainte Ju = 1.

Maximum d'une forme quadratigue sous_contrainte guadratigue
A et B désignent deux matrices symétriques.

Soit & rendre maximum U Au, avec la contrainte G Bu =1 (B est
supposée inversible). Une régle de dérivation matricielle trés simple
3 reconstituer nous dit que le vecteur des n dérivees de u Au par
rapport aux p composantes de u s'écrit

dpu Au - 2 Au
du

z

b

[Le vérifier en dérivant par rapport & u,)
i

.2 .a..u.u.
1, 13 1]

La recherche d'un maximum 1ié implique que s'annulent les déri-

vées du Lagrangien : L = U Au - A(Q Bu - 1)

Par suite ol 2 Au - 2 ABu

ou
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Ce qui prouve que : ©)

Ou encore que : B_]Au = Au

Ainsi, u est vecteur propre de [B_]A].

En prémultipliant les deux membres de (:) par U, on obtient :

U Au = A (puisque @ Bu=1)
L'extremum cherché a pour valeur la valeur propre Q.

Comme nous cherchons un maximum, nous devrons retenir pour u
_] -
le vecteur propre de [B A], correspondant 3 la plus grande valeur

propre A.

Dans le cas particulier qul nous intéresse, la matrice B est la

matrice unité [8i.] , notée parfois I.
J

Donc u est vecteur propre de A relatif a la plus grande valeur

propre A.

Nous avons choisi une norme U Bu plus générale que la norme
"euclidienne classique' Uu car les résultats de ce paragraphe nous
serviront par la suite (Analyse des correspondances, discriminante).
Pour fixer les idées, U Bu peut représenter la norme usuelle lorsque

les axes de départ ne sont pas orthogonaux.

Si nous cherchons un vecteur v, orthogonal @8 u dans ce systeme
d'axe (donc tel que U Bv = 0) unitaire (donc tel que ¥V Bv = 1), et
qui rend maximum la forme quadratique ¥ Av, nous sommes conduits &
égaler 3 O les dérivées du Lagrangien.:

~

L=%vVAv -~ XN U Bv - A"V Bv - 1)

Le vecteur des n dérivées de u Bv par rapport @ v vaut : Bu.

oL
On a donc : —
dv

2 Av — A'Bu - 2 A"Bv = 0

( N et A" sont deux multiplicateurs de Lagrange).

Montrons tout d'abord que A' = 0
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dL

Prémultipliant 2=~ par U, on obtient, puisque u Bv = 0 et
dv
3 Bu = 1 : 2 U Av = A
Or la relation (:) transposée, nous apprend que U A = A4 B, d'ou
A' = 0. Il reste la relation Av = A'By.

: . -1
Ceci prouve que v est également vecteur propre de [B A] , et,
comme précédemment, A" la valeur de 1l'extremum cherché, ce qui nous
. . . =1 <
conduit a retenir pour Vv le vecteur propre de B A correspondant a

la deuxiéme plus grande valeur propre.

La deéemonstration se généralise alsément aux q premiers vecteurs

-1
propres de [B A] , tant que ¢q n'excéde pas le rang de A,

Relation entre Tles ajustements dans Bp_e‘_c Bn.

Le paragraphe II-2. nous montre que le vecteur unitaire u carac-—
térisant le sous-espace & une dimension ajustant au mieux le nuage de
points dans rP est le vecteur propre de [XX} correspondant a la

plus grande valeur propre.

Le sous-espace a deux dimensions ajustant au mieux le nuage con—
tient obligatoirement le sous-espace cngendre par u. (Un raisonnement
immédiat par 1'absurde nous prouve que s'il ne contient pas u, 11 en
existe un meilleur contenant wu). On peut dont chercher un second vec-
teur de base de ce sous-espace, v, orthogonal a3 wu, et maximisant
¥ XXv. Le paragraphe précédent nous montre également que v est le
vecteur propre de XX correspondant a4 la deuxiéme pluc grande valeur
propre. Plus générialement, le sous-espace 4 q dimensions qul ajuste
au mieux (au sens des molndres carrés) le nuage de rP est engendré

par les q premiers vecteurs propres de la matrice symétrique XX.

Plagons-nous maintenant dans l'espace Rn, ol le tableau X peut
8tre représenté par un nuage de p polints, dont les n coordonnées
constituent les colonnes dans X.

La recherche d'un vecteur unitaire 3 (puls d'un sous-espace i
q dimensions, ajustant au mieux le nuage de Rn) nous conduiront a
maximiser la somme des carrés des p projections sur 3§, qui sont

r~
les composantes du vecteur Xs.
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L . - . o ~ ~v N
La quantité a maximiser vaut : [Xs] Xs = s XXs, avec la con-—

- ~
trainte ss = |.

Nous serons, comme précédemment, amenés i retenir les q vec-—
~
teurs propres de XX correspondant aux ¢q plus grandes valeurs pro-

pres.

Dans Rp, nous avions la relation X Xu

Au ©

n -~
Dans R, nous avons X Xs Ps

Prémultiplions les deux membres de (:) par X. On obtient :
X X Xu = AXu
Ceci nous prouve qu'ad tout vecteur propre u de XX relatif a
~
une valeur propre A non nulle correspond un vecteur propre Xu de XX,

relatif 3 la méme valeur propre.

I1 est donc inutile de refaire les calculs de diagonalisation
n . . ; . .z =
dans R, puisqu'une simple transformation linéaire (associée & la
matrice X de départ) nous permet d'obtenir les vecteurs propres

cherchés.

Un probléme de norme reste 3 régler. Si u est unitaire, Xu a

~ 3 .
pour norme U XXu = A, le vecteur cherché s wunitaire sera donc :
1
Y O,

i
On a la relation symétrique : u= —2Xs (:)

VA

qui découle des relations (:) et (:).

Reconstitution_des_données _de départ.

Nous désignerons par ug le i-éme vecteur propre de norme | de

. ~ - 3 -
la matrice XX, supposée non singuliére.

La relation (:) s'écrit Xui = V Ki s; pour les i-éme axes de
n
RP et R".

Postmultiplions les deux membres de cette relation par Gi’ et
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sommons sur 1'ensemble des axes:(Certains d'entre eux peuvent éven-
tuellement correspondre 3 une valeur propre nulle. Ils complétent

alors la base orthonormée formée par les autres).

~ — ~
X. %: uiui = ifvgi . Ss.u,

11

. ~ P ~ . S
Or la matrice U U = E uiui n'est autre que la matrice unlte
i=1

d'ordre (p, p) car les p vecteurs propres “ui" de XX sont ortho-

gonaux et de norme 1.

Si U désigne la matrice ayant en colonnes ces Vecteurs propres,

. ~ . . - . ~
la matrice : U U = I (matrice unité), d'ol également U U = I.

On a donc la formule de reconstitution, les valeurs propres Ai

étant classés par ordre décroissant :
p ~
X= > JA: « 8. u.
iﬂl 1 1 1

Si les p - q plus petites valeurs propres sont trés petites,

on peut limiter la sommation aux q premiers termes :

1 1

q
X e > ‘/}\i s.u.
i=]

Si q <=p, on apprécie le gain réalisé en comparant les deux
membres de cette relation : le vecteur V)‘i si a n composantes

et ui a p composantes.

Les np termes de X sont approchés par les q(n + p) valeurs

contenues dans le membre de droite.
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I-3. ANALYSE GENERALE AVEC DES METRIQUES ET DES CRITERES QUELCONQUES

Trois étapes, lors de 1l'exposé du paragraphe précédent, peuvent donner

lieu a des généralisations :

a) La construction méme du nuage, qui peut résulter de transformations (sim-

ples de préférence) faites sur le tableau de valeur numérique X.

b) Le choix des distances entre les points, qui, au lieu d'@tre la somme des
carrés des différences de coordonnées (distance euclidienne usuelle) peut
8tre une distance euclidienne quelconque représentée par une forme quadra-

tique associée & une matrice Q.

¢) Le critére de maximisation, qui, au lieu d'@tre une simple somme de carré,

peut &tre une forme quadratique, associée & une matrice S.

En général, il existera d'étroites relations entre les transformations

.. . ] n
initiales, les distances, les critéres dans RP et R".

Soient Tp’ Qp’ Sp les matrices associées respectivement a la transfor-
mation, 3 la distance, au critére dans Rp, et Tn’ Qn’ Sn leurs homologues
dans R".

Si u désigne un vecteur unitaire de Rp, (a qu = 1), le vecteur & n

composantes des projections des n points (n lignes de TPX) est maintenant

le vecteur TpXqu , et sa norme selon Sp’ qu'il faut rendre maximum, vaut :
WXT 1s [1TXq
u u | .
[p p] p[pp]

L'équation aux vecteurs propres s'écrit, aprés simplification par Qp

X T STXQu-= Au
PPP P

Heureusement, les six matrices précédentes sont toujours de forme tres

simple : en analyse des correspondances, elles sont toutes les six diagona-

les, et, lorsqu'elles ont méme ordre, elles sont, soit égales, solt inverses

1'une de 1'autre.

Désignons par Dp = TpX le tableau transformé.

L'équation précédente s’écrit : 5PS D Q

u = Au
PPP
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Le vecteur u s'appelle un axe factoriel de Rp, associé a (.

La "forme linéaire" v = qu s'appelle facteur de Rp, associé a Q.
(Ces deux notions sont confondues dans le cas du paragraphe précédent ol
Q =1. '
P

Les projections des points sur l'axe u sont les composantes de Dpru.
Ce sont ces valeurs qui intéressent l'utilisateur, puisqu'elles représentent

1'approximation & une dimension du nuage.

Le facteur v vérifie 1'équation : Qp[ﬁpSpDJ v = Av.
La matrice entre crochets est la matrice d'inertie par rapport a l'origine

du nuage de points.

PRATIQUE DE L'ANALYSE

Nous allons montrer, dans ce paragraphe, l1'adaptation que doit subir
1'analyse générale du § 3 lorsqu'il s'agit de décrire, et non plus seulement
de réduire, des tableaux dont, rappelons—le, une au moins des dimensions

est homogéne. (Tableau du type : variables—individus).

Pour fixer les idées, le tableau X aura pour colonnes les 300 réponses
ou mesures faites sur 2 000 individus. X est donc d'ordre 2 000, 300
(n = 2 000, p = 300). Nous supposerons, afin de rester concrets, qu'il s'agit
des valeurs de 300 types de dépenses annuelles relatives a 2 000 individus

enquétés.

Nous wvoulons avoir une idée de la structure de cet ensemble de 300 dé-
penses, ainsi que des similitudes éventuelles de comportement entre les indi-—

vidus enquétés.

I-4.1 - Analyse gags_RF_)

Nous voulons, dans cet espace ajuster le nuage de n points par
un sous—espace 3 une, puis deux dimensions, de fagon a obtenir sur

un graphique une représentation visuelle la plus fid&le possible des

proximités existant entre les n individus vis-d-vis des p variables.

a) Ce n'est donc plus la somme des carrés des distances a l'origine
projetées, qu'il faudra rendre maximum, mais la somme des carrés

des distances entre tous les couples d'individus : autrement dit,
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la droite d'ajustement H] ne doit pas &tre astreinte A passer

par l'origine, comme HO (figure 2)
Figure 2
Py q
o
x —H,
¥
o
X x
T ¥ X /X
-
//7 /
//

Si Xy et X désignent les valeurs des projections de deux
points individus ! et k sur H], on a la relation

n

P . tovt . 2
(E: désigne une sommation pour k et tout ! inférieurs ou
k,?

égaux 4 n).

n
Ez: (x4 = Xk)2 = n:iji + njzjxi = 2(ZZ.X1)(§Z.XR)
K, 2 2 k ; K

1
= 2n2 - E:xz - x2 = 2n ZZ(X = x)2
n )2 )
1 1
x désigne la moyenne des projections des n individus, donc
également la projection du point moyen G du nuage Sur Hl'
Ainsi, si l'origine est prise en G, la quantité a maximiser

sera a nouveau la somme des carrés des distances d l'origine.

Le sous—espace cherché correspondra a 1'analyse générale du
tableau transformé D, de terme général dij = xij - xj.
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b) La distance entre deux individus f et k s'écrit, dans rP

(2,10 = 2 (ryy - xkj)z

j=1

Dans cette somme, il peut exister des valeurs de j pour
lesquelles les variables correspondantes sont d'échelles trés
diverses : (exemple : j = 3 : dépense de timbres poste, j = 142
dépenses de loyer). On peut parfois, surtout lorsque les unités
de mesures ne sont pas les mémes, désirer faire jouer & chaque

variable un rdle identique dans la définition des proximités entre

individus.

On corrige alors les échelles en adoptant la distance

'S
d%(2,K) = Z ’

J

Sj désignant 1'écart-type de la variable j.

Finalement, nous retiendrons que 1'ACP dans RP  du tableau

brut X est l'analyse générale de D, de terme général

[-4.2 - Analyse dans_ Bn_

Dans cet espace, les points représentent des variables. Les trans-
formations que nous allons &tre amenés a4 faire conduiront 3 la méme

formule analytique de changement de variable

Cependant, dans cet espace, cette méme formule correspond a des opé-

rations géométriques tout & fait différentes.
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v

Ainsi, le point représentant la variable '"dépense de timbres
n

poste'" sera situé prés de l'origine (valeurs faibles pour les
individus), alors que le point '"dépense de loyer'" sera au contraire

loin de 1'origine, dans la direction de la premiére bissectrice.

Or ces caractéristiques de niveau ne nous intéressent pas ici.

(I1 nous suffit de consulter la liste des dépenses moyennes pour

étre renseignés).

Nous supprimerons donc cet axe de dispersion trivial en projetant
le nuage sur un sous—espace a n-l1 dimensions orthogonal a cet axe.

.
=

associée 3 cette projection a pour terme général :

La matrice P

la matrice dont tous

en notant I la matrice unité, U

Ou encore,
les éléments valent 1,

Comme on peut le vérifier 3 titre d'exercice, cette matrice
transforme un vecteur x, de composantes x], x2,....., X en un

vecteur de composantes
n
= - 1
(avec x = - x])

— X,ee000. X — X
n
n 1

points reste encore trop fruste

Une fois projeté, le nuage de
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la distance d'un point j & l'origine s'écrit
n
> ,2 E 2
X. = (x.. = x.)
l JI 1] J
i=]
Figure 3
»
M
k
?cj =@ij
M.
J
- —_
e T M
a
0 . -
/

Ce n'est autre, au coefficient 1/n prés, que la variance de la

variable

j. Or nous savons surtout interpréter les proximités en

termes de corrélation, et le coefficient de corrélation entre les

varliables et k n'est

j

Nous nous 1ntéresserons

-
OH.
J

OR
H,

tances s'interprétent alors

en effet la relation

2
OH
k

2
H H. +
L

1 + 1 -2

portés par les vecteurs

autre que

donc surtout aux vecteurs unitaires
.—’

"

aisément. Dans le triangle

Les nouvelles dis-

OHkHj’ on a

-
et X. .
]

on? -

2 OH, .OH. cos
J Hk ]

cos @ = 2(1 )

Ainsi, dans notre nouveau nuage, une distance nulle signifie que

1 donc que les deux

fxj ~
relation linéaire directe.

d'indépendance (eij 0) et

(?ij -1).

variables concernées sont liées par une
Le carré de distance vaut 2 dans le cas

4 dans le cas de liaison inverse
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. v A
So1it : C Dv = = Dv
Les vecteurs u et Dv sont donc colinéaires. Comme u est uni-
%) ~ ~
talre et comme Dv a pour longueur : VDDv= A, ona
~
Dv = Vﬁ_u (résultat déja établi lors de l'analyse
générale)
Réciproquement : Du = Vi v
Ainsi : les coordonnées des points sur un axe factoriel dans un es-

pace sont proportionnelles aux cosinus directeurs de 1l'axe factoriel

correspondant dans 1'autre espace.

Notons que les abscisses et les ordonnées sur le graphique des
points-variables ont une interprétation simple :

X.. — X

ij k|

La matrice D a pour terme général di' =
] S.
Les éléments de chaque colonne ont donc pour variance 1, et pour

moyenne O.

Le vecteur Du, a pour composantes les n projections des
points—individus sur 1'axe 1i. La moyenne des valeurs de ces compo-
santes est nulle (comme combinaisons linéaires de variables de moyen-—
nes nulles). La variance de ces valeurs vaut :

d

~
. D DU. =
1 1 n

31—

Par suite, le coefficient de corrélation de la variable j avec

les coordonnées des n points sur 1'axe 1 sera la j-éme composante

du vecteur :

Pour pouvoir interpréter les positions respectives des variables
et des axes en termes de corrélation, nous procéderons donc au chan-
gement d'échelle qui consiste a multiplier par 2?~ les coordon-
nées des variables sur ces axes : ceci permet de lire directement

la contribution d'une variable 3 un axe.
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. n ; - .
Finalement, dans R, nous sommes conduits & faire 1'analyse

du tableau transformé

b
|
L

ij %
d.. = ———m
1]

selon la méme formule que précédemment. (Formule non symétrique par

rapport aux deux indices 1 et j).

Les transformations dans les deux espaces conduisent au méme
tableau D. Par suite, 1l'analyse en composantes principales est

strictement un cas particulier du modéle général développé au §2.

Etapes_du calcul.

Le vecteur unitaire u de RP engendrant le sous—espace d'ajus-—

tement vérifie 1'équation :

D Du = Au rappelons que dij =

Or la matrice C = 1 B D n'est autre que la matrice dgs corrélations
expérimentales des p variables (puisque ij' - d > dij dij')
n i=1

j=]

Les facteurs vérifient donc la relation : Cu(-%) u
Ce sont les vecteurs propres de la matrice des corrélations des va-

riables.

Les projections des individus sur cet axe sont les composantes
de Du. Si u, et u, désignent les deux premiers facteurs, les
abscisses et les ordonnées des points sur le graphique seront respec-
tivement les composantes de Dul et DUZ'

Le vecteur unitaire v de R engendrant le sous—espace d'ajus-
tement vérifie

D Dv = Av

Et les projections des p points variables sur les deux premiers

. n ~ x =
axes factoriels de R sont, de méme, les composantes de Dvl et Dv2.

Prémultipliant les deux membres et la relation précédente par

D, 11 vient

Bl=
R
w}
(wl
<

1
)
<
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Les étapes de calcul sont donc les suivantes, dans le cas ol

1'on désire se limiter 3 deux dimensions :

1° - diagonalisation de la matrice des corrélations
2° - construction du graphique des points-variables a partir des
composantes de
u _&1 et u _a-z_
1 2
n n
3° - construction du graphique des points-individus, a partir des

composantes de Du1 et Du2.

[-4.4 - Présentation_des résultats et réegles _d'interprétation.

I1 est commode de représenter les figures obtenues dans chacun
des deux espaces sur un méme graphique, 3 condition de respecter
certaines régles d'interprétation qui découlent directement des
considérations théoriques précédentes. L'idéal serait en fait de repré-
senter un des deux ensembles sur un calque. En pratique, on représen-

tera les deux ensembles par des caractéres trés différents.

Figure 4
a~Facteur 2
217
el
XInd 7 //
~ IVar 1
pd
7
Ind 4 Ind 8 -7 >
X X e ’//
- /,’ :
/ A
% Ind 1 -7
- -
s B =
> — =
7 //
/i,_/’ xInd 2
T * I t >
0 RS 0,5 +0,8:5 Fagz;ur !
Ind 5 - __  @.vVar 3] ! )
Ry |
___—__————’"—"_""____::\::_ Var 4
mas O ~Wvar ¢]
X Ind 3 \\s

La figure 4 nous donne un exemple d'édition de résultats pour

p=4 et n =8 (quatre variables et huit individus).
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Comme on peut le constater, les individus se répartissent de
fagon équilibrée autour de 1l'origine, qui est, rappelons-le, leur
centre de gravité. Par contre, les variables peuvent trés bien &tre
situées toutes d'un méme cdté de 1l'un des axes. (Car 1'analyse du
nuage des p points-variables dans R" se fait a partir de 1l'ori-
gine). Rappelons que le cosinus de 1'angle sous lequel on voit deux
points-variables dans R" n'est autre que le coefficient de corré-
lation entre ces deux variables. Selon le pouvoir explicatif des fac-—
teurs (définis plus loin) cette propriété sera plus ou moins bien

conservée par projection.

Si les proximités entre individus s'interprétent en termes de
"similitude de comportement vis—-a-vis des variables', les proxXimités
entre variables en termes de corrélation, il faut bien se garder d'in-
terpréter la distance séparant un point-variable d'un point-individu,
car ces deux points ne font pas partie d'un méme nuage dans un mé€me

espace.

Cependant, i1 est licite de comparer les positions respectives
de deux individus vis-a-vis de 1l'ensemble des variables, ou de deux
variables vis-a-vis de l'ensemble des individus. En effet, les axes
en pointillé ne sont autres,a une dilatation prés, que les projec-—
tions des axes de RP (correspondant chacun & une variable) sur le
plan des deux premiers facteurs, qui ajuste au mieux dans cet es-—
pace le nuage des n points-individus. (Puisque les coordonnées
des points-variables sont précisément proportionnelles aux composan-—
tes des cosinus directeurs des nouveaux axes : soit U, unitaire,
porté par l1'axe 1; le produit scalaire de U par Ei,(dont la j—éme

composante vaut Sij) vaut :

.

La coordonnée de la i—-éme variable sur cet axe est précisément :
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La figure 4 nous fournit donc une perspective caricaturale du
systéme d'axe original, tenant compte des liaisons existant entre

les variables initiales.

On peut donc dire, par exemple, que les individus 4 et 5 ont
des comportements relativements similaires, caractérisés par des
valeurs faibles pour les 4 variables, contrairement d& l'individu 2,

qui a au contraire le meilleur 'score'" pour ces variables.

Ainsi, avec les précautions d'interprétation signalées plus haut,
la représentation simultanée des deux ensembles permet de comprendre
les proximités a8 1'intérieur d'un méme ensemble, en exhibant les va-

riables responsables de ces proximités,

Les pourcentages qui figurent sur les axes définissent les '"pou-
voirs explicatifs'" des facteurs : ils représentent la part de la va-
riance (ou inertie) totale expliquée par chaque facteur. Ainsi, le
pourcentage de 347 associé au premier facteur signifie que la pre-
miére valeur propre représente 347 de la somme des valeurs propres

(trace de la matrice & diagonaliser).

Comme nous le signalerons encore & propos de l'analyse des corres-
pondances, il s'agit d'une mesure exagérément pessimiste du pouvoir
explicatif des facteurs, liée parfois de fagon assez arbitraire, au

codage des données.



IT - ANALYSE DES CORRESPONDANCES (A.C.)

L'analyse des correspondances, technique due au Professeur BENZECRI, a un
domaine d'application différent de l'analyse en composantes principales. Alors
que l'on réserve cette dernidre aux tableaux de mesures éventuellement hétéro-
génes, l'analyse des correspondances fournit des descriptions optimales des ta-
bleaux de contingence (ou de dépendance, ou encore tableaux croisés), et, par

extension, des descriptions satisfaisantes des tableaux de codages discontinus.

Comme dans le cas de 1'analyse en composantes principales, nous allons étre
amenés 3 effectuer des transformations du tableau de données, afin d'éliminer

l1'information exogéne, c'est-a-dire ici '"connue a priori'".

Nous raisonnerons sur un exemple concret : le tableau de contingence croi-
sant les communes de la région parisienne (373 communes dans 1'agglomération) et

29 catégories d'activité de la population. Nous poserons p = 29 et n = 373.

Nous allons voir comment la construction du nuage, le choix de la distance,
le choix du critére d'ajustement s'imposent de par la nature méme des données
analysées. Nous donnerons plus loin d'autres présentations de 1'analyse des cor-

respondances.

II-1. GEOMETRIE DES NUAGES ET CRITERES D'AJUSTEMENT

II-1.1 - Construction_des nuages

Placons-nous tout d'abord dans 1'espace Rp, oi le tableau

est représenté par 373 points—communes.

- . = P s N
Le tableau de données sera toujours représenté par la matricen

d'ordre (n, p) .

- xij représente le nombre d'individus habitant dans la com—

mme "i" et appartenant a la catégorie socio-profession~

nelle "3".
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Si les composantes des vecteurs de RP  sont constituées par
des effectifs bruts tels que xij’ les proximités existant entre
les points-communes seront peu intéressantes a interpréter. Il
existe en effet des communes trés peuplées, pour lesquelles les
29 composantes seront élevées, et des communes trés petites pour
lesquelles ces composantes sont toutes faibles, et qui seront si-
tuées prés de l'origine. En fait, la taille des communes est sou-~

vent une conséquence d'un découpage arbitraire.

Ce ne sont pas les effectifs bruts qui nous intéressent, mails
ce que l'on appelle les "profils socio-professionneld’ des communes,

c'est—-a~dire la proportion de chacune des C.S.P. dans cette commune.

= n
De la méme fagon, dans l'espace R, ce ne sont pas les effec—
tifs bruts des points - C.S.P., mais les '"profils géographiques ou
communaux' de chacune des C.S.P. qui vont retenir notre attention.

p
Notation - Nous désignerons par x. = > xij 1'effectif total
3=l

de la population de la commune 1

n
par X.. = >

Xi.
1 J

_ 1'effectif total de la C.S.P. J 3
J 9=
par X.. = A xij l'effectif total de la population
concernée.
Nous prendrons comme composante du 1i-éme vecteur de RP :
Xis
1]
{ N j =1, 2, cecvey, P
T
n

Nous prendrons comme composante du j—éme vecteur de R :

X. .
ij
— ) i=1, 2, ..... , n
X .
.J

Ici, nous devrons noter une premidre différence fondamentale
avec l'analyse en composantes principales : les transformations
faites sur les données brutes dans les deux espaces sont analogues

(car les ensembles mis en correspondance jouent des rdles Symé-—

triques). Elles correspondent & des transformations analytiques
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différentes : le tableau des nouvelles coordonnées dans RP  n'est
pas le simple transposé de celui des nouvelles coordonnées dans

n . s

R". (Alors qu'en A.C.P., des transformations trés différentes con-

duisaient a une méme formule analytique).

Nous noterons les fréquences calculables a partir du tableau X

de la fagon suivante :

f.. =
1]

et de fagon analogue :

[
1t
»

n X E
£ .= f,. = —
- i=1 I X. .
On a la relation sulvante
f X f.. X
ij ij ij ij
— = et — = pour tout 1 et j.
f X . f X
<3 .J i i.

Nous raisonnerons dorénavant en termes de fréquences.

II-1.2 - Choix des distances
Le fait d'avoir choisi des "profils" (qui sont des fréquences
conditionnelles) pour construire les nuages de points, et le soucl
d'observer une certaine invariance des résultats va nous conduire
a adopter une distance différente de la distance euclidienne usuelle.

]

La distance entre deux communes 1 et 1 sera donnée par la

formule :

2
P % fi'j\
a%(i,in = > . )

i=1 £ . £, £,

De fagon symétrique, la distance entre deux C.S.P. j et 3' vaut :
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N

Ces distances ne différent en fait de la métrique euclidienne
usuelle que par la pondération de chaque carré par les inverses des

fréquences correspondant 3 chaque terme.
Pourquoi avoir choisi cette distance ?

Parce qu'elle vérifie la propriété d'équivalence distribution-

nelle, qui s'exprime comme suit

1) si 1'on agrége deux catégories socio-professionnelles ayant des
profils identiques, alors les distances entre communes seront

inchangées.

2) si 1'on agrége deux communes ayant des profils socio-profession-

nels identiques, les distances entre C.S.P. seront inchangées.

Cette propriété est fondamentale, car elle garantit une cer-
taine invariance des résultats vis-a-vis de la nomenclature choisie

pour la construction des classes.

a
D'un point de vue strictement technique, il est logique que
. n ; = .
deux points confondus dans RP ou dans R , pulssent éetre consi-
dérés comme un seul point correspondant aux effectifs des deux clas-~

ses réunies.

La typologie des communes sera ainsi peu bouleversée si 1l'on
agrege les catégories socio-professionnelles voisines quant a leurs

répartitions géographiques.

Ainsi, on ne perd pas d'informations en agrégeant certaines
classes, et 1'on n'en gagne pas en subdivisant indéfiniment des
classes homogénes. On peut ainsi vérifier que la typologie des C.S.P.
obtenue a partir des 80 quartiers de Paris n'apporte pas d'informa-
tion trés nouvelle par rapport a celle obtenue & partir des 20

arrondissements.
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Démontrons cette propriété lorsqu'il s'agit d'agréger deux

communes i] et 12 en une commune io, dont la fréquence rela-
tive de population, fi , Vvérifie
o
T T @
o’ 1° 2°
Dans 1l'expression de la distance d2 (j,j") entre deux C.S.P.
j et J', seuls deux termes T] et T2 font intervenir i1 et i2
i fllj fllJ, 2 1 fizj' fizj' 2
m, % T, = - - -
f f £ .y f. f i A
1l ] 1 1 ] ]

Ils sont remplacés, aprés agrégation par TO tel que

3 o ek
1 1oJ loJ

T:
L - \f. E o
Ly o] <]

I1 s'agit de montrer que TO = T1 + T2 <::>

Or, TO s'écrit

Tl et T2 s'écrivent de fagon identique ; les trois quantités

entre parenthéses sont &gales, puisque les profils de il’ i2 et io

sont identiques.

La relation@ découle alors de @

IT-1.3 - Choix du_critére_d'ajustement

P ot de Rn, le choix

Dans la construction des nuages de R
des profils comme coordonnées donne 3 toutes les communes et les

C.S.P. la méme importance.

I1 est naturel de munir, pour le calcul de 1'ajustement, chaque
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point d'une masse proportionnelle & sa fréquence, afin de ne pas
privilégier les classes d'effectifs faibles, et de respecter la

répartition réelle de la population.

Nous ne chercherons donc plus les extrema de quantités du

2 : 2 2 v
type %;fzk mals du type E;:fk- Zk ou :%: fE. ZL selon 1'es
pace choisi.

Récapitulation.
Espace : Rp Espace : rR™
n points 1 =1, ... n p points j =1, ... p
p coordonnées du point 1 : n coordonnées du point j
f.. f..
1] 1]
{f } ji=1, «.. p s i=1, ... n
i. -3
Masse du point i ;o fi Masse du point j : f ;
Distance de deux points Distance de deux points j et j'
i et 1
£f.. f£.,..2 e £.., \2
2 1 1] 1'] 5 n 1 1] 1]
d(i,iN= > — | — - TR L L T
j=1 £ . \f. f., i=1 £. \f . f .,
.3 i. i'. I ]

Pour faire le lien avec 1'analyse générale des § 2 et 3 pré-
cédents, il est utile d'utiliser des notations matricielles qui
s'avérent cependant extr@mement lourdes, car les matrices définis-
sant les transformations initiales, les distances, les critéres,
sont toutes diagonales, et peuvent donc 8tre caractérisées par la

variation d'un seul indice.

X désignant toujours la matrice de départ d'ordre (n, p), on

notera F le tableau de fréquence associé

F= —X (avec x.. =2 x..)



Nous désignerons par S

dont le

par T 1la matrice d'ordre (n,n) diagonale, dont le

diagonal vaut
ii i.

Ces deux matrices et le tableau F

j-éme élément diagonal vaut Sj' =f . (ou s = $ f

t.. = £, (ou
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la matrice d'ordre (p,p) diagonale,

«J lj lj -j)s
i—-éme élément

t.. =§.. £. ).
1] 1] 1.

vont nous permettre de ré-—

capituler a nouveau les éléments de départ de l'analyse

Espace : RrP Espace : R"
Les n points correspondent Les p points correspondent aux
aux n lignes de g;] gp p colonnes de gp g;l

(ou p lignes de S—1 f)
Critére d'ajustement : Forme Critére : Forme quadratique asso-
quadratique dont la matrice ciéde a S
est T
Distance : F.Q. associée & Distance : F.Q. associée 2 T—1
S—l

I1-2. CALCUL DES AXES FACTORIELS ET DES FACTEURS

I1 existe une symétrie totale entre les indices i et j. Il nous suf-

fira de nous limiter & un espace, RP par exemple, les démonstrations dans
1'autre espace s'en déduisant par permutation des indices i et j, c'est-
a-dire transposition de F et substitution réciproque des matrices, S et T.
Dans les deux espaces, nous voulons représenter graphiquement les proxi-
mités entre profils. Nous nous placerons donc, dans chaque espace, aux cen-

tres de gravité des nuages.

Cependant, et c'est 12 une des particularités de 1l'analyse des corres-—
pondances, il est équivalent de procéder a 1'analyse par rapport a 1l'origine
ou par rapport aux centres de gravité, a condition de négliger (dans le pre-

mier cas) le premier axe factoriel qui joint 1'origine au centre de gravité.

Nous commencerons donc a effectuer des analyses générales, puls nous

montrerons ces équivalences.
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[I-2.1 - Analyse dans_ sz calcul _des_facteurs

Les n points sont les n lignes de T 'F,
Soit u wun vecteur unitaire, tel que US u = |

. . . .-
Le vecteur des n projections s'écrit : T 'FS y = v

La norme de ce vecteur, selon le critére T vaut YTv

soit : u S-] FT 'Fs 'u

Il faut rendre maximum cette quantité, avec la contrainte
-1 = E o .
TS u=1. Ce probléme a déja été rencontré au § 3 de 1'A.C.P.

U est vecteur propre de
=1 -
Q=F%¥T Fs

correspondant a4 la plus grande valeur propre A: Qu = Au.

Le terme général de Q, q.., s'écrit

n £..f..,
< 11 1]

Q n'est pas symétrique, mais nous verrons que l'on peut se ramener
d la recherche de vecteurs propres et de valeurs propres d'une

matrice symétrique.

1 - .
Le vecteur w =S 'u est appelé le premier facteur.

Les projections des n points sont les composantes de

s = T_IFK{;.

I1-2.2 - Liaison avec_1'analyse dans _Rn

~ n 7 .
De la meme fagon, dans R, on doit rendre maximum

w T F S FT w avec w T—,w = |

L'axe factoriel w est donc le vecteur propre de
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correspondant 3 la plus grande valeur propre.
Réécrivons l'équation, Qu = Au
Prémultiplions les deux membres par F S—]
Fs! FrlrsTlyy = ArsTw

Ainsi, comme dans le cas de la métrique usuelle, w est propor-

. A -1 =
tionnel 3 F S u. Comme la T I norme de F S ]u vaut A, et que
w T—]w = 1, on doit poser
-1
w = FS u

(Symétriquement : u =

VA
Les coordonnées des p points-variables sur cet axe sont les

composantes de
-1 2 -1 -1 ¥ = -1
z=S FT w=S FV (ot Y =T w

Comme précédemment, ¥ est appelé facteur, correspondant a la

valeur propre A.

1

WT—IF(P@

',_3
S
w
c
]

- Remarquons que : Y =T w =

i

]
Ja
1
= -1 ~ -] -1 v
De méme : Q = S u= —-— S FT w — S F
VA A v

- Ces deux derniers ensembles de relations nous montrent que les

coordonnées des points sur un axe factoriel dans un espace sont
proportionnelles aux composantes des [acteurs, de l'autre espace,

correspondant aux mémes valeurs propres.

Les relations (:) et <:> s'écrivent directement

) f

YEZ L o

]
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n

1
Ainsi, au coefficient ;F: prés, les points représentatifs d'un

nuage sont les barycentres (car, par exemple : ZZ_ = 1) des
j f

points représentatifs de 1'autre nuage.

I1-2.3 - Remarques et_mise en_oeuvre du_calcul

Nous raisonnerons pour fixer les idées dans RP.

f

ij
Chaque point 1 a pour coordonnée { z , et
f ] 1, . P

est muni de la masse fi .

Le centre de gravité du nuage, ou point moyen, a pour j—&me

composante

f..
1]

o
= 2 EeSEg
. 1=1

]

] 1. £,
1

i=1

L'analyse par rapport au centre de gravité revient 4 rempla-

cer

- f . ou encore

— Remarquons que le nuage est dans le sous—espace (affin) & p-lI
dimensions H défini par la relation EZ:(fij/fi ) = 1, pour
] .

tout 1.
Le centre de gravité appartient bien entendu & ce sous-espace,
ainsi que tous les axes factoriels décrivant réellement les posi-

tions des points.

Tout vecteur libre de ce sous—-espace est tel que la somme de
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ses composantes est nulle. En effet, si x et y sont deux

points de H dont les coordonnées sont xj (j =1, ..., p) et
yj (3 =1, ..., p) on a la relation :
P P P
x. = . =1 d'ot : (x. —y.) =0
i Z Y3 Z i 73
j=] j=] j=]

En particulier, les axes factoriels auront chacun des composantes

de somme nulle.

La matrice Q, du § 2.1, devient, aprés substitution de

’fi. Fow = By &
1) pae j o wl

En développant qjj" et en tenant compte des relations

I
Hh
(W

> 5. =2 ) fi5 =
i '

J
Zfi. = f .
i J -]
E ijtiye
I1 vient : .., = - - f.. =gq.., - £
Ll L Cf 1] kA -]
== ™

Si u est un axe factoriel issu de G, il vérifie

Mo
Na}
L-‘_
—
(=
[
]
—~
c
(1

Soit Quogle, = £ . ZE: w,, = Au,

(S
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Comme Ifuj, = 0, puisque u € J

Par suilte, tout vecteur propre de Q' appartenant &4 H est vec-

teur propre de Q, relatif 3 la méme valeur propre.

(La droite joignant l'origine 3 G est, comme on peut le vérifier

aisément, vecteur propre de Q relatif 3 la valeur propre 1, et

vecteur propre de Q' relatif 3 la valeur propre O0).
I1 nous suffit donc de diagonaliser Q, en négligeant la
valeur propre égale 3 1.

—_— n'est pas symétrique.

La matrice A = F T ! F est symétrique. La matrice S-I est
diagonale.
)
-1 /Sij -4 4 Y 1]
Remarquons que 8 = =S t*s ou s.. =
£. oV,
J. J1-
-1 1
D'oti Q=AS%*¥g ¥
T |
On a la relation Q u = Au, soit AS *¥s *uyu=Au

Prémultiplions les deux membres par , et posons

1
I1 vient : ST AS ¥y = dv

La matrice Q" = S est symétrique, et a méme valeur pro-

pre Q que Q.

Il suffit donc de la diagonaliser, puis de calculer u par la
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A
relation u = S? v,
- 4
Le facteur ¥ = S 1u vaut ¢ ¢ = S Yv
) Pratique des calculs
On suppose p < n.
L fL .,
n o 1ii]
1 - On calcule la matrice simplifiée Q" : q".., = > —
3] i=1 f, H f
i. L3
(Q" est d'ordre p, p)
2 — On calcule ses vecteurs et valeurs propres (en négligeant le

vecteur propre relatif 3 A= 1).

1 1.
3 - Les facteurs s'obtiennent par la transformation S % = ;7:£;>
f .
]

i partir des vecteurs propres. Ils fournissent les coordonnées

des p points de 1'autre nuage.

4 - On calcule les projections des n points du nuage par la
formule
f..
V 1 P ij
SV
5 - On réalise le graphique du plan des deux premiers facteurs

correspondant 3 A # 1. '

II1-3. INTERPRETATION DES RESULTATS

II-3.1 - Généraliteés

Comme dans le cas de 1'analyse en composantes principales,
l'essentiel des résultats sera condensé dans les graphiques repré-
sentant les nuages dans les plans formés par les premiers axes fac-

toriels pris deux a deux.
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Figure 5

F2 A
(207) |@ clichy

. Saint-Denis (] Artisans
. Aubervilliers . Saint-Lambert
Ouvriers (Paris 158&) Prof. libérales

Asniéres .

+ y_ >
G Cadres sup. (ZOZ)

Femmes ‘ Auteuil
Au foyer- (Paris 168&)

'Sarcelles

La figure 5 nous donne 1l'exemple de 5 catégories d'activité,
représentées sur le méme graphique que 7 commumnes ou quartiers de

la Région Parisienne.

Nous allons utiliser cet extrait extrémement simplifié de 1l'ana-
lys® globale qui nous a servi d'exemple le long de 1l'exposé pour
mettre en évidence les régles d'interprétation de l'analyse des

correspondances.

Les pourcentages qul figurent sur les axes représentent la part
d'inertie (ou de variance) "expliquée" par ces axes : ainsi F](AOZ)
signifie que la premiére valeur propre représente 407 de la somme de
toutes les valeurs propres. Les deux premiers axes ci-dessus expli-
quent donc ensemble 40 + 20 = 607 de l1l'inertie totale. Ce pourcen-
tage donne une idée (pessimiste) de la part d'information fournie
par les facteurs. Nous disons '"pessimiste" car cette fagon de mesu-
rer 1'information est extr@mement partielle ; il arrive que les
pourcentages solent faibles et que, néanmoins, les facteurs corres—

pondants restituent l'essentiel de 1'information initiale.

Comme dans le cas de 1'A.C.P., il sera licite d'interpréter
les proximités entre éléments d'un méme nuage ; ainsi, Aubervilliers

et Saint-Denis ont des profils d'activités voisins, les professions

libérales et les cadres supérieurs ont des profils géographiques
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voisins ; il sera également licite d'interpréter les positions
relatives de deux points d'un ensemble par rapport a tous ceux

de 1'autre ensemble. Sauf cas particulier, il est extrémement
périlleux d'interpréter la proximité de deux points correspondant

a des nuages différents.

Le centre de gravité G, qui est & l'origine des axes, corres-
pond aux profils moyens (cf. § II-3). Ainsi, le profil socio-pro-—
fessionnel d'Asniéres est voisin du profil socio-professionnel moyen

de toute la région parisienne.

I1-3.2 - Calcul_des_contributions_absolues et_relatives.

Pour 1l'interprétation des axes, il est utile de calculer deux

séries de coefficients, pour chaque facteur :

a) les contributions absolues qui exhibent la part prise par une
variable dans 1l'inertie (ou variance) expliquée par un facteur :

cette part va &8tre calculée par rapport a l'ensemble des variables.

b) les contributions relatives qui exhibent la part de la dispersion

d'une variable expliquée par un facteur.

[N.B. - Ces deux notions distinctes colncident, 3 de légéres modi-—
fications prés, dans le cas de l'analyse en composantes
principales avec celle de coefficient de corrélation varia-

ble-composante.

En effet, l'inertie expliquée par le facteur q wvaut
Aq’ od Rq désigne maintenant la q—&me valeur propre de
la matrice des corrélations.
Or les coordonnées du point-variable '"i" sur les nou-
veaux axes sont proportionnelles a ug \’l\q et 1'on a

bien : EZ_(uiq\qu)z = Rq’ u étant unitaire. Le nombre
100 U%q éxprime bien le pourcentage de variance expliquée

par la variable 1.

D'autre part, la distance d'une variable "i" a l'ori-

gine dans R™ vaut 1 (cf. § IV-2 ACP). On a donc, dans la

base orthonormée des axes factoriels : EZ. A u2 =
q q

iq
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La quantité Kq ugq exprime bien la part de 1'axe q dans

la variance de la variable i J.

a) Contributions absolues

La norme du facteur q)q vaut 1 :

P
2
f . . = ]
2 f5 %5
j=1
La projection du point "j" de R" sur l'axe factoriel '"q"

vaut:

f..
1]

‘Mo

=
Il

—

Hh

W g = ‘/R; ¢ 3jq

La variance du nuage projeté vaut donc :

JZ(\/E\?J'Q)Z L= Q]

-] q
2
. £ .
A ¥iq . 9 To
Le quotient _— = f . . =—ca (3 représente
1 «] q)Jq q L P
Aq

la contribution de la variable j au facteur q.
R Notons que :E: caq(j) = ]
j

b) Contributions relatives

n . . q .
Dans R ,. le carré de la distance au centre de gravité de la

variable j wvaut

n f..
2 1 1)
d(j,G)=Z-—< - &5
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Le carré de la projection de la variable j sur l'axe ¢

vaut
2 . 2
G) =
e (G, & = (/g ¢ )
q 14
2. 2.
Notons que zz: dq(J, G) = d°(j, G)
q
Figure 6
]
G
axe (¢
2.
dq(J, G)
La quantité : coszd, = — crq(j) représente
2.
d (j, 6

bien la part qui revient au facteur q dans l'explication de la

variance de la variable jJ.
Notons que 2_cr (j) =1
q q qJ

Tout ce qui vient d'@tre dit sur les p wvariables dont les

jectil = N/ : ] = 1,... J
projections sur le g—-éme axe valent B Aq @Jq)’ ] R s, P
peut €tre transposé de fagon symétrique pour les n variables
de 1'autre ensemble, dont les projections sur le q-éme axe

factoriel valent : [(\/i; \Viq), i=1,..., n J.

Exemple d'utilisation

(Les coefficients caq et crq sont multipliés par 100, afin

d'étre interprétés en termes de pourcentages).

Supposons que le point Jj : "cadre supérieur' ait une contri-

bution absolue de 5% et une contribution relative de 757 au pre-

mier axe.
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Le point '"'cadre supérieur" n'est donc pas intervenu fortement
lors de la '"construction" de cet axe (comme ce point est &loigné
sur 1'axe, cette faiblesse de la contribution ne peuf €tre due
qu'd la faiblesse de la masse f ; de la variable j).

Par contre, le premier axe explique 757 de la variable "j :
cadre supérieur" (ou encore : coszd- = 0,75, ce qui signifie que

la variable fait un angle trés faible avec 1'axe).

Ainsi, la variable '"cadre supérieur" est une caractéristique

exclusive du premier axe.

Supposons que le point i : "Aubervilliers' ait une contri-
bution absolue de 30% et une contribution relative de 10%. Cela
signifie qu'il participe fortement 3 la construction du premier
axe, mais qu'il participe probablement A celle de nombreux autres
axes. (La masse fi. et la distance & l'origine dz(i, G) sont

importantes).

AUTRE PRESENTATION DE L'ANALYSE DES CORRESPONDANCES : RECHERCHE DE LA
MEILLEURE REPRESENTATION SIMULTANEE

Nous reprendrons 1l'exemple du tableau de contingence X d'ordre (n,p),
croisant les n communes de la région parisienne avec p catégories d'acti-

vité (notées CSP).

Nous allons chercher & représenter sur un méme axe l'ensemble des commu-

nes et l'ensemble des CSP, de facon & approcher au mieux la situation idéale

suivante
A chaque point CSP "j" est un barycentre des points—communes, chaque comr
mune "i" &tant affecté@e du poids : "Part de la commune i dans la
CSP j", autrement dit, du poids : p; = fij/f 2 (Ez_pi = 1)
) ]
B chaque point—-commune '"i" est un barycentre des points-CSP, chaque CSP
"j" étant affectée du poids : "Part de la CSP j dans la commune 1i'",

tre t dit, d ids : b =], s :
autremen u po PJ 13/ R (Z§ PJ = 1).

Cette situation idéale est en général impossible, car elle implique que
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chaque ensemble est contenu dans 1l'autre., (Il existe une solution triviale,
pour laquelle tous les points des deux ensembles sont confondus avec le

point d'abscisse 1).

Avec les notations du § I.4, si lyj désigne 1'abscisse de la CSP j
' = L ' : & —

sur 1'axe, ( ?j étant la j—éme composante d'un vecteur ¢ ), si ﬁvi de
signe 1'abscisse de la commune 1 sur ce méme axe, les conditions A et B

s'8crivent respectivement :
A ¢=s"'Fy
B \{r=T']F<§>

Ces relations strictement barycentriques étant en général impossibles
a réaliser simultanément, nous chercherons un coefficient o« > O 1le plus

proche de 1, tel que 1l'on ait les relations :
A' ¢ = o sTTEY
B' V= T F@

Remarquons que & est forcément plus grand ou égal a3 1, sinon les
relations A' et B' impliqueraient encore que chacun des deux ensembles
recouvre un intervalle de 1'axe strictement contenu dans l'intervalle recou-

vert par l'autre ensemble.....

On est donc conduit & chercher le plus petit « tel que A' et B'
soient vérifiées.

Remplagant par exemple, dans B',  par sa valeur tirée de A' :

. e .mR
autrement dit, \y est vecteur propre de T JrF S F relatif a la plus grande
valeur propre : A= 1/ dz.

Les relations A' et B', ol « = IA/K , ne sont autres que les rela-

tions <:> et <:> du § II.2.

<P et 'V sont les premiers facteurs correspondant aux deux ensembles

mis en correspondance.
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On peut étendre cette recherche de 1a meilleure représentation '"& —bary-
centrique'" sur un axe, 3 celle de la meilleure représentation "&, fb bary-
centrique'" dans un plan repéré par deux axes orthogonaux, puis gépéraliser
4 un sous-espace de dimension quelconque (inférieure a p). On retrouve bien

entendu la représentation déjid obtenue par l'analyse des correspondances.

PRESENTATION COMME CAS PARTICULIER DE L'ANALYSE DISCRIMINANTE

L'analyse discriminante, bridvement exposée au paragraphe V, tente d'exhi-
ber une partition "a priori'" des individus a partir de variables mesurées
sur ces individus - Si ces variables sont des variables indicatrices d'une
partition, l'analyse discriminante colncide alors avec 1'analyse des corres-—

pondances du tableau de contingence croisant les deux partitioms.

On appelle ici variables indicatrices d'une partition en p <classes

d'un ensemble E de cardinal m un ensemble de p variables Z],..... ZP

telles que Zij =1 si 1'individu i appartient a la classe j, d'effec—

tif m. , Z.. =
J- 1]

que l'on ait les relations :

0 sinon. Les propriétés des partitions impliquent alors

m m
2 Tyt - BEey | L P Epos

P
1i=] i=1 j=1

En fait, les deux partitions joueront des rdles symétriques. L'analyse
discriminante est un cas particulier de 1'analyse canonique lorsque 1'un
des deux ensembles de variables est constitué des variables indicatrices
d'une partition : nous avons donc ici affaire en quelque sorte & une "double

analyse discriminante'.

Soit Z 1le tableau de données 3 m lignes (individus) et p colonnes.
Zij vaut 1 si 1'individu i appartient a la classe j, O sinon. Une
ligne de Z ne contient donc que des "0", et un seul

l|1|l
Le tableau analysé a donc p colonnes et m lignes, réparties par

ailleurs en q classes.

En adoptant des notations analogues a celles du paragraphe V nous allons
calculer les moyennes générales, les moyennes de classes, les matrices des

covariances interclasses et intraclasses relatives aux variables indicatrices.
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Nous noterons fjk la fréquence relative et mjk la fréquence absolue

des individus appartenant 3 la cause de décés j et au département k, avec

_ _ .k B _

f.k = zi:fjk = (fréquence du département k)

i m

m.

f. = Ziif. = — (fréquence de la cause de décés j)
J- k Jk m

mjk
£.0= —
ik o

La moyenne générale de la variable j s'écrit
m
Zzi.=—=f
m i=l J

La moyenne de la variable j pour la classe k caractérisée par un

ensemble Ik d'indices, vaut

La matrice des covariances globale T a pour terme général

N
N

m / 1
t.. z 2 Z.., — 7., = — BN ., — B,
i3 Z \13 > <1J' J> Zl 13713 375"

1=}
Soit t.., = &..,f. - f. f.,

La matrice des covariances interclasse E a pour terme général

4 "k, N B
2 (ij i Zj> <Zj'k ) Zj)
k=1 m
q ka £, T
- Z f - f. = s
f J' f J
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La premiére fonction discriminante u vérifie la relation, pour A

maximal :
Eu = ATu

Une petite difficult? de calcul vient de ce que la matrice T est sin-

guliére. (La somme des éléments de ses lignes ou de ses colonnes est nulle).

Appelons S 1la matrice de terme général 6..,f. , et f 1le vecteur

dont la j-éme composante vaut fj . On a alors :

Résolvons tout d'abord 1'équation, pour A maximal :

Ee = ‘RS\F

La matrice S E n'est autre que la matrice Q' définie plus haut
(§11-2.3). Les vecteurs propres § ne sont autres que les facteurs de 1'ana-
lyse des correspondances du tableau de terme général f

ik’

Pour un facteur  correspondant & une valeur propre non nulle de Q',

on a en particulier la relation g@ = 0, qui exprime que ce facteur est
centré
Soit > ¢.f. =0
: 373
]
. -1 e e
11 s'ensuit que les p-1 vecteurs propres de S 'E, qui vérifient la

relation

E@ = ASe avec p'w =0
vérifient également : E¢ = A(S - pp)w = RTHP
Ils coincident donc avec les p-1 fonctions discriminantes.

En intervertissant les rdles jouds par les deux partitions, on constate
de la méme fagon que les g-! nouvelles fonctions discriminantes coincident
avec les q-1 facteurs relatifs a3 1'autre ensemble.

Cette présentation de 1'analyse des correspondances, qui est surtout un

exercice, permet néanmoins de donner une interprétation intéressante de la
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plus grande valeur propre, comme ''pouvoir discriminant'" des facteurs vis-—

3-vis des partitions étudiées.
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ITT - ANALYSE FACTORIELLE CLASSIQUE

ITI - 1. HISTORIQUE. EVOLUTION DU MODELE DE BASE

Nous désignons par "Analyse factorielle classique'" la technique mise
au point essentiellement par SPEARMAN (1904), puis développée par THURSTONE
et rattachée 3 la statistique mathématique par LAWLEY et MAXWELL.

Cette technique, dont les applications concernent essentiellement
la psychologie, différe essentiellement de l'analyse en composantes prin-=

cipales (dont elle est 4 l'origine) parce qu'elle suppose l'existence d'un

modéle "a priori'" qui peut schématiquement se résumer de la fagon suilvante:

"Les différentes variables mesurées sur un méme individu dépendent
d'un trés petit nombre de facteurs (ou variables latentes, cachées) indé-
pendants, communs A toutes les variables, et de facteurs spécifiques &
chaque variable, ceux-ci étant indépendants des facteurs communs, et in-

dépendants entre eux'.

Avant de préciser cette définition d'ailleurs vague et imprécise du
modéle, il peut &tre utile de retracer briévement son évolution histori-

que.

Bien qu'entrevu par Karl PEARSON, le premier modéle d'anmalyse facto-
rielle fut posé& par le psychologue SPEARMAN : les différentes notes a
des tests psychologiques ne faisaient que refléter, selon lui, une cer-
taine aptitude générale du sujet interrogé, dont la mesure directe est

impossible.

C'est le modéle de 1'analyse unifactorielle, que 1'on formalise de

—— . — P . -
la maniére sulvante : X, désignant le vecteur des p variables mesuré
sur 1'individu i (dont les composantes sont notées : X, 5o x2i""’xpi)
a désignant un vecteur de coefficients & p composantes, et e. un

i
vecteur résiduel
-—)
X.
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Ainsi, le vecteur des p notes ;i’ pour l'individu i, ne dépend

que de la note scalaire fi (qui représente par exemple une note d'intel-
. -~ - . - . =~ - b d ~
ligence), 3 un résidu aléatoire prés e, - Le vecteur a est le méme pour

tous les individus.

- - 0 . —
Les composantes de a sont appelées les saturations des différentes
variables. Elles caractérisent la fagon dont les variables effectivement

mesurées dépendent du facteur général.
En nous référant i une population théorique, le modéle s'exprime de
la facon suivante : le vecteur aléatoire X est fonction de la variable

- - - . sy —d —» -
aléatoire f et du vecteur aléatoire e selon la formule : x = a f + e.

Ed . = . -
Les composantes de e sont indépendantes entre elles et indépendantes

de f.

Le modéle s'est ensuite affiné en "analyse bifactorielle', ol deux

facteurs sous=—jacents, f1 et f2, indépendants, suffisaient a reconsti-
- et = : = - - -
tuer les notes, a4 un résidu aléatoire prés : X = a]f] + azf2 + e.

Enfin, ce fut la formulation générale de 1'analyse multifactorielle,
ol le nombre de variables sous-jacentes n'est plus fixé & l'avance, mais
suggéré (de fagon souvent empirique et approximative) par les calculs

eux—mémes.
- - Y -
X af. . ..... +af + e
11 rr

ou encore :
x=Af +e
X = matrice colonne des composantes de X

A = matrices dont la i—éme colonne est formée des composantes

=
de a.
i

. —»

e = matrice colonne des composantes de e

a) Les composantes de € sont supposées non corrélées et de moyennes
nulles, autrement dit, E désignant le symbole "Espérance mathéma-
tique' :

A (Z& = matrice diagonale d'ordre p, p)

0si 1% 3)

E(e &)

(puisque E(eiej)

b) Les différents '"facteurs" fl’ f2, ey fn, composantes de f,

sont généralement suppcs.> centrés, de corrélation nulle et de va-
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riance 1

E(f %) = Ir (Ir = matrice unité d'ordre 1)

c) Les facteurs et les termes résiduels sont supposés indépendants

E(f &) =0 (O = matrice nulle d'ordre r, p)
d) Les composantes du vecteur x (qui est le seul vecteur aléatoire dont

on observera effectivement des réalisations) sont supposées de moyenne

nulle.

ITI-2. PRINCIPES DES CALCULS

Calculons 1la matrice des covariances du vecteur x

/\/
V(x) = E(x %) =E [(Af+e)Af +e)]
= E [(af + e)(f A + &)]
Soit
~ A/ ~ o~ ~ v}
V(x) = E|lAf £fA+e fA+Af e+ e e]

Compte tenu de la linéarité de 1'opérateur E

= AE(fE) A+E(e f) A+ AE(f &) + E(e 8)
Or i E(f D) =T, E(£8) =0, don E(e ) =0, et Ee &) = A

On en déduit la relation fondamentale de 1'analyse factorielle classi-

que qui s'écrit , en indiquant les ordres des matrices sous chacune d'elles

E(x %) = A A + AN @

(p, p) (p,r)(xr,p) (p,p)

En pratique, on ne dispose que de n réalisations du vecteur x, et
donc d'une estimation de la matrice des covariances E(x X) que 1l'on

notera V¥,
Par contre, tout le membre de droite de la relation (:) est 1inconnu.

D'autre part, on désire généralement que le nombre r de facteurs soit
le plus faible possible ; on désire également que les variances résiduelles,

éléments diagonaux de Zl , ne solent pas trop importantes.

Le probléme de calcul statistique sera donc le suivant, en gardant une



68

formulation intuitive :

- une estimation V® de la matrice des covariances du vecteur aléatoire x
P - . »* .
étant donnée, peut-on trouver une matrice A" , ayant le moins de colon-

. . - - - - . . *
nes possible, et une matrice diagonale a éléments positifs ZS telle que

1'on ait la relation :
o *
Vs o+ A @

I1 est inutile, pensons-nous, d'insister sur les difficultés que pose
la formulation précise et les divers essais de résolution de ce probléme
statistique ; il est cependant aisé de percevoir 1l'origine et 1'étendue

de ces difficultés.

~

a) Nous avons 3@ estimer simultanément r x p + p = (r + 1) p paramétres,

uniquement 3 partir de relations implicites entre ces paramétres.

b) Les fluctuations d'échantillonnages peuvent dégrader considérablement

~
la qualité de la relation théorique : V = A A + Z&.

c) Le modéle est en fait indéterminé, car, si T désigne une matrice p, p

orthogonale, et si A* est une matrice satisfaisant la relation

* * . - - -
avec [& alors AT et Z& vérifient également la relation

1).
p)

’
puisque T T

IT1-3. CAS PARTICULIERS ET RESOLUTION DU PROBLEME

I11-3.1 - Variances spécifiques nulles.
Supposons que la matrice diagonale Z& ait tous ses éléments

égaux a 0. Cecl implique que le vecteur résiduel e soit cons-

tant, et donc nul, pulsque ses composantes sont de moyvennes nulles.
On doit donc chercher une matrice A telle que
v* o= AR

Ceci n'est autre que la décomposition réalisée en analyse

en composantes principales. En effet, soit U 1la matrice d'ordre

(p, p) dont les colonnes sont les p vecteurs propres de v*
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classés selon des valeurs propres décroissantes. Soit A 1la

matrice diagonale des valeurs propres de V* classées de la méme

fagon.
On a la relation : V= UATU
Posons : % = (\/i:j) (ou Ay, = 0si i #3j)

On a alors

A A7 A N, ~
V= UNC AP U = UAT (UAF) =ATA";
A
T=UA‘)

Remarquons que si les p-r derniéres valeurs propres de V* sont

(ot 1'on a posé : A

\ .. o = %
tres volisines de O, les p-r derniéres colonnes de Al = U A%
sont quasi-nulles, ce qui nous conduit i la solution, en désignant

ar A* 1la matrice formée des r remiéres colonnes de A
p p 1

V¥ o~ A" A*

(psp)  (p,r) (x,p) @
Ainsi, si les p-r derniéres valeurs propres de V sont consi-
dérées comme négligeables, les r premiéres composantes princi-
pales constituent r facteurs indépendants, permettant de re-—
constituer non seulement la matrice V* par la relation (:)

mais également les observations de départ X (i =1, ....., n)

par la formule :

Nous verrons que lorsqu'il existe des facteurs spécifiques
e, mnon nuls, les facteurs permettent de reconstituer seulement
la matrice V¥, et par conséquent les corrélations entre varia-

bles.
II1I-3.2 - Variances spécifiques égales.
. . 2
Supposons que la matrice Z& soit de la forme : ZS = o TI.

Ainsi, dans le modéle x = A f + e, chaque composante de e

a une variance qz- La relation fondamentale (:) s'écrit :

V=AA+ I @
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Supposons que o2 soit connu. L'équivalent empirique de la

relation (:) s'écrit

V¥ = AR+ 2T

On peut donc, en cherchant les composantes principales de
* - -
VT - wZI, qul est connue, nous ramener au cas des varlances
spécifiques nulles.

~
Nous avions, au paragraphe précédent : V* = UAU

Soit, puisque UU =1

V¥ - LTI =UAUT- &2 U00=Un- I U

la matrice A - 21 est diagonale ; son i-&me terme diagonal vaut

MO 02. Autrement dit, V¥ - vzl a mémes vecteurs propres que

V* , et des valeurs propres obtenues en retranchant 32 a celles

de V¥,

Ceci nous fournit a8 la fois une méthode de calcul des facteurs
et d'estimation de fz.

En effet, si les p-r plus petites valeurs propres de v*
peuvent €tre considérées comme égales (a des fluctuations d'échan-
tillonnage prés)d une méme valeur sz,alors les p-r plus petites
valeurs propres de V*- 521 peuvent étre considérées comme nulles,
et par conséquent, il existe une matrice A d'ordre (p, r) telle
que

V¥ - 57T = AFR*

Ainsi, pour que les données puissent €tre considérées comme géné-
rées par un modéle 3 r facteurs communs et & variances spécifi-
ques égales, 1l suffit que les p-r plus petites valeurs propres

de V¥ soient statistiquement égales

) . P 2 .
On estimera la varliance specifique s par la moyenne arith-

métique de ces p-r valeurs propres.

11 existe des tests statistiques destinés a éprouver 1l'éga-
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1ité des derniédres valeurs propres de V¥; ils sont en fait assez
peu usités, car ils font appel a des hypothéses de départ assez

peu souvent réalisées dans la pratique.

Cas général : solutions approchées.

I1 existe de nombreuses techniques d'estimation des paramétres
du modéle. Beaucoup d'entre elles, comme la "méthode centroide de
THURSTONE" bien connue des psychologues, étaient particuliérement

bien adaptées aux calculs manuels.

D'autres, comme la méthode du maximum de vraisemblance, pro-—
posées par LAWLEY et MAXWELL, ont des fondements statistiques plus

solides, mais ne convergent pas toujours de fagon satisfaisante.

Nous donnons ci-dessous une méthode qui donne des résultats
satisfaisants, et dont le principal mérite est d'€tre simple

1'Analyse en facteurs principaux
Soit donc d trouver A¥ et Zkrtels que
~ *
V¢ o= gk o+ O
; o
On commence par estimer Z&,

On peut par exemple poser ZK = 0. Cependant, la convergence

a lieu plus rapidement si 1l'on pose :

[Y‘= [diag(v* rl)]-q

ol diag(V#/—l) désigne la matrice diagonale ayant les mémes élé-
ments diagonaux que V*-l. Cela revient & assimiler la variance
spécifique relative & une variable & la variance résiduelle de
la régression multiple expliquant cette variable par toutes les
autres.

ad ..

Ayant estimé LN par D;, on cherche les composantes princl-

pales de V* - DI, et 1'on obtient, comme dans le cas des varian-

ces spécifiques nulles, une décomposition de la forme

v* - DX~B B B étant d'ordre (p, r)

(aprés avoir négligé les p-r plus petites valeurs propres).
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On estime de nouveau N par DT = diag(V* - B ﬁ)

(éléments diagonaux de v¥ -8 ﬁ).

Puis on décompose de nouveau V™ - DT; ce qui nous donne une
nouvelle estimation D;, etc... On réitére jusqu'a l'obtention

d'une certaine stabilité de &F.

En 1'absence de critéres solides, il est fréquent de se fonder
sur des considérations empiriques pour choisir le nombre exact de

facteurs et la qualité de 1'approximation.

Rotations et _axes obligues.

Nous avons vu que les solutions étaient indéterminées, et
que toute transformation orthogonale (ou rotation) sur les fac~-

teurs fournit une nouvelle solution.

D'oll 1'idée des psychologues de procéder & des rotations de

facon 4 obtenir des facteurs dont l'interprétation soit aisée.

Différents critéres existent et sont en concurrence pour
"améliorer'" les résultats bruts tels qu'ils sont définis par un

algorithme tel que celui du paragraphe précédent.

De plus, nous avons jusqu'ici fait 1'hypothése que les fac-
teurs étaient indépendants (en fait, de corrélations nulles).
Cette hypothése avait 1'avantage d'€tre simple et de lever une

partie de 1'indétermination du modéle.

Cependant, 1'hypothése de non-corrélation rigoureuse des fac-
teurs est assez irréaliste si 1'on se propose d'interpréter les
facteurs d partir de concepts existants (facteur—intelligence et

facteur-mémoire, par exemple).

Nous serions ainsi conduits a explorer toute une famille de
techniques qui constituent la partie la moins spécifique et la
plus contestée de 1'analyse factorielle classique, bien qu'elles
donnent d'excellents résultats lorsqu'elles sont manipulées par

des mains expertes.
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Pour ces développements, nous renvoyons le lecteur a 1'ou-
vrage '"Modéles et Méthodes de 1'Analyse Factorielle'" de J. TORRENS-—
IBERN (Dunod 1972), consacré exclusivement 3 1'analyse factorielle
classique, qui en constitue pratiquement le seul exposé synthéti-

que en langue frangaise.
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IV - ANALYSE CANONIQUE

La méthode d'analyse canonique, développée par HOTELLING (ou encore analyse
des corrélations canoniques) présente un intérét assez limité pour les applica-
tions, car elle conduit 3 de grandes difficultés d'interprétation. Cependant,
elle joue un role théorique important : en effet, elle constitue un cadre général
dont la régression multiple, la plupart des techniques d'analyse des données ex-—
posées précédemment, et 1'analyse discriminante exposée plus loin sont des cas
particuliers. L'analyse canonique cherche 3 synthétiser les interrelations exis-
tant entre deux groupes de variables, en cherchant les combinaisons linéaires des
variables du premier groupe les plus corrélées 3 des combinaisons linéaires des
variables du second groupe. On retrouve immédiatement la régression multiple si

1'un des deux groupes n'est constitud que par une seule variable.

IV-1. NOTATIONS ET FORMULATION DU PROBLEME

Le tableau de données D, 4 n lignes et p+q colonnes, est parti-
tionné en deux sous-tableaux X et Z, ayant respectivement p et g
colonnes

D = (X,2)

Les lignes représentent les individus ou observations, les p premiéres
colonnes sont les variables du premier groupe, et les g suivantes sont

celles du second groupe.

Nous supposerons que les variables sont centrées, ce qul signifie que
chaque colonne D est telle que la somme de ses é€léments vaut O. Ainsi,
la matrice des covariances expérimentales des p+q variables s'éecrit

V(D) = +

=]
R
lw]
yarh
e
| TN
1]
3] —
5 &
(oL
o
-
[a®
by
—

=

i

—
ok
<
R
N

V(D)

3
e
e
N2
N
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Ce qui peut encore s'écrire, en faisant intervenir les matrices des

. - - . ~
covariances internes & chaque groupe de variables: VXX = 1/n. X X et
n
VZZ = 1/n-Z Z ainsi que le tableau des covariances entre les groupes
L% v v
gz T w X2 (avee Vyy = Vyg)
\ \Y
XX XZ
V(D) =
ZX VZZ

Intéressons-nous & 1'individu k, caractérisé par les variables

(k-éme ligne de D)

Xk]’ sz, ..... xkp' Zk]’ Zk2’ sss e qu

Soient a et b deux vecteurs 4 p et q composantes, définissant

deux combinaisons linéaires a(k) et b(k)

P
Z—— 81 %Ki

i=]

a(k)

b (k)

q
b.z, .
2: 7 k3
i=1
Les n valeurs de a(k) pour tous les individus sont les n lignes

de Xa. De méme, les n valeurs de b(k) sont les lignes de Zb.

Puisque les variables initiales sont centrées, leurs combinaisons 1liné-

aires sont également centrées.
Nous nous proposons de chercher les deux combinaisons linéaires a(k)
et b(k) 1les plus corrélées sur l'ensemble des valeurs de k. Elles pren-

dront alors le nom de variables canoniques.

Comme le coefficient de corrélation ne dépend pas de 1'échelle des va-

riables, nous imposerons aux deux combinaisons linéaires d'avoir variance 1.

Calculons tout d'abord la variance de a(k), notée brievement var(a)
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n
1 2 1, S
var(a) = — a“(k) = — (Xa) Xa = —a X Xa
n n n
k=1
Soit : ar(a) = 3V = ]
3 var a Veea =

De la méme fagon

var(b) = b VZZb = ]
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Dans ces conditions, le coefficient de corrélation entre les combi-

naisons linéaires a(k) et b(k) s'identifie avec la covariance

n
cov(a,b) = -i E a(k).b((k)
k=1
Soit
1 ~
cov(a,b) ;fa X Zb = a VXZb

Le probléme mathématique est le suivant

Rendre maximal cov(a,b) = a VXZb

. ~ _ _
avec les contralntes 12 VXXa = b szb 1

CALCUL DES VARIABLES CANONIQUES

La démonstration est analogue 3 celle de 1l'analyse générale.

plicateurs de LAGRANGE interviennent.

Deux multi-

I1 nous faut rendre maximal : c%f?= FVv,.b - A(d VXXa—l) - v (b VZZb—I)

D'ou le systéme

Xz XX <:>

<
o
|
[S]
z
(V]
]
o

VZXa - ZyVZZb =0

Prémultiplions les deux membres des relations @ et respecti-

~

vement pas a et b, puis tenant compte des contraintes
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24

I1 vient : av..b

o
<
jo¥]
n

zX 2y

D'oli, puisque les deux premiers membres sont des scalaires transposés,

donc égaux : A= w .

Notons que la valeur commune des multiplicateurs de LAGRANGE notée dé-

sormails R, est deux fois la valeur du maximum cherché.

La relation (:) nous donne a (si VXX est inversible, pour A # 0)

a= —YV \Y b
22 XX "Xz

En reportant la valeur de a dans la relation et en posant b= 2 A

2
VaxVxx VxzP = E) V2P @

=1 -1 ;
77 VZX VXX VXZ relatif
a la plus grande valeur propre Eg, qui est le carré du coefficient de cor-

Ce qui prouve que b est vecteur propre de V
rélation entre les combinaisons linéaires a(k) et b(k).

2 . 3. . . ; ..
%) est appelé premiére racine canonique, ou premier coefficient de cor-
rélation canonique entre les deux groupes de variables.

~ . -1 2
2 \Y =
De méme, on a la relation VXZ 27 sza ﬁ)VXXa

Un raisonnement analogue 3 celui fait lors de 1'analyse générale nous
prouverait de la méme fagon que les vecteurs propres suivants pris dans l'or—
dre des valeurs propres décroissantes, correspondent aux combinaisons liné-—
aires de chaque ensemble les plus corrélées entre elles (les combinaisons

linéaires relatives a un méme ensemble &tant assujetties a &tre non-corrélées).

Remarque 1 : Supposons que la matrice Z n'ait qu'une colonne (q=1) alors,

b n'a qu'une composante b V est un scalaire (variance
’ YA

de Z) et la relation <:> s'écrit
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La comparaison avec la formule donnant le coefficient de
corrélation multiple nous montre que le coefficient de corré-
lation canonique E; est une généralisation du coefficient Rz,
qui se réduit a R2 dans le cas ol l'un des groupes n'est cons-

titué que d'une seule variable.

Toujours dans le cas o Z n'a qu'une colonne, la relation pré-

cédente

S S
nous prouve que le vecteur a est proportionnel, au coefficient
b/® prés, au vecteur VX;]VXZ des coefficients de régression

(Régression multiple expliquant Z par les p variables du

premier groupe).
Le coefficient b/P est d'ailleurs facile 3 calculer puis-—
que d'aprés les relations de normalisation, b = l/\/VZZ ; /%

n'est autre que R.

Les deux relations

- Ve O,
= ?Dvxx VxzP
- L ®
b E pvzz Vox®
S P
peuvent s'@crire en revenant aux définitions de VXX’ VZZ’ VXZ
| -1~
a = —(XX) XZb
P
b = ‘L(%Z)_12Xa
>

Prémultipliant les deux membres de chacune d'elles respecti-

vement par X et Z on obtient

Xa = éx& 0 %z b @

= 12820 % xa (:)
=

= . cp— — e .
Désignons par Z&( et /;A les variétés linéalres de

+ .
rP ™4 engendrées respectivement par les colonnes de X et de Z.
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Les combinaisons linéaires a et b définissent des points
de ;X et de ;Z qui ont respectivement pour coordonnées
Xa et Xb.

Les matrices idempotentes : Po = X(X X)—li et

~ o = . . .
QO = 7Z(Z 2) "Z sont les opérateurs—-projectlion respectivement
sur les variétés 7?; et TV;. Autrement dit les relations

(:) et (:) expriment que chacun des vecteurs est projection

7

P

de 1'autre, ce qui est naturel puisque l'on cherche deux vec—
teurs Xa et Zb faisant un angle minimal : les vecteurs Xa
et Zb é&tant unitaires, les formules précédentes nous montrent
en effet que o= cose = cos(Xa,Zb) (la premiére racine canoni-

2 _ . .
que P est le carré du cosinus du plus petit angle entre les
sous-—espaces 7 et ‘r .

P X Z)

Notons que ces considérations géométriques nous auralent per-—
mis d'écrire directement les formules <:> et (:) ,et donc de
procéder au calcul des variables canoniques (en substituant par
exemple dans la relation Xa par sa valeur tirée de la
relation <:> sans faire intervenir de multiplicateurs de

LAGRANGE.
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V - ANALYSE DISCRIMINANTE

On désigne sous le nom d'analyse discriminante toute une série de techniques
destinées A décrire et a classer des individus caractérisés par un nombre impor—
tant de variables. Nous ne ferons que tracer quelques grandes lignes de la princi-
pale méthode utilisée pour montrer son lien avec les autres techniques dont il a

été question dans ce chapitre.

V-1. FORMULATION DU PROBLEME ET NOTATIONS

Considérons pour fixer les idées le tableau de données qui contient une ré-
partition en 100 postes des dépenses annuelles de 1 000 ménages dont le chef
est salarié. Il existe une partition des | 000 ménages selon 9 catégories

socio-professionnelles du chef de ménage.

On peut se poser la question suivante : Etant donné un ménage supplé-
mentaire dont on connaitrait les 100 types de consommations annuelles, peut-

on dés lors prévoir sa catégorie socio-professionnelle ?

La question est ici artificielle ; elle peut assouvir une certaine curio-
sité scientifique, mais ne répond pas 3 un besoin pratique. Or il peut arri-
ver que la mesure de nombreuses variables sur un individu supplémentaire soit
le seul moyen de 1'affecter 3 une classe particuliére : il en est parfois
ainsi dans le domaine médical oii seuls de nombreux examens ou analyses per-—
mettent de savoir si un individu a telle ou telle maladie, doit ou ne doit
pas étre opéré, etc... L'analyse discriminante permettra alors de réaliser
un diagnostic ou de fournir des éléments d'information en vue d'une déci-

sion particuliere.

Soit X = (xij) le tableau des données 34 n lignes (individus ou obser-

vations) et p colonnes (variables).

Les n lignes sont partitionnées en ¢ classes.

n

3 ] ——
On tera : . = = ..
no a xJ = Z Xl]
i=1
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xj est la moyenne générale de la variable j.

La classe k est caractérisée par un sous—ensemble Ik de n valeurs

de 1'indice 1, avec bien entendu

q
ZS: Pie =
k=1

xkj désigne la moyenne de la variable j pour la classe k

X, 5 ‘31“7 xij
i€

k

On a la relation, pour toute variable

- ka
k ]
La covariance globale de deux variables j et j' s'écrit
n
cov(j,i1") = ZE: - x. )(xlj' - ;j') =

h = [— - -
— g > (Xi' - x.)(X. oy T X.y)
p ] ] 1] J
L

Comme en analyse de la variance, nous allons décomposer cov(j,j') en
somme de covariances intra-classes (3 1'intérieur des classes) et covarilances

interclasses (entre les classes).
Pour cela, nous partirons de l'identité, pour tout i, j, k

(Xij = xj) = (xij - ij) + (xkj

La somme entre crochets se décompose alors en quatre termes, dont deux

sont nuls.

En effet : zz:: (xij—xkj)(xkj'_xj')=(xkj'_x") E (X--—ij) =0

ier, ] jer

(par définition de ij)
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De la méme fagon

2 Oag R (g = 0
1 €
1 Ik
11 reste la formule dite de décomposition de HUYGHENS, ou équation d'ana-

lyse de la variance

q n
cov(iin = = > > (g 5753 Ry e 5e) *
k=1 iéLIk

q

nk _ _ _ _
2 g™ O
k=1 "

que nous noterons matriciellement :

avec tjj' = cov(3,J")

q
e = = >

(Xl_] - xk_])(xlj' - xkj')
k=1 i€l

k
q nk _ _ _ _
e.., = — (x . = x)(x ., = X.,)
ii’ Z . 3 37 %G i
k=1
(Mnémotechniquement : la covariance Totale est la somme de la covariance Dans

les classes, et de la covariance Entre les classes).

Soit maintenant u(i) la valeur, pour l'individu i, d'une combinaison

linéaire des p variables centrées :

P
. A -
u(i) = u.(x,. - x.
Z J 1] J)
j=1
La variance v(u) de la nouvelle variable synthétique u(i) vaut,

puisque wu(i) est centrée
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n n

Zuz(i) -S> > u, (g - %)

p
i= i=1 | j=1

0

v(u)

v(u)

I P P
22 2 eyt ROy - )
i=1 =1 j'=l

En intervertissant les sommations :

p p
v(u) = :E:» zi:_ ujuj,cov(j,j') = U Tu
j=1 i'=1
(u désigne le vecteur dont les p composantes sont Upseeees up).

Ainsi, la variance d'une combinaison linéaire u de variables se décompose

d'aprés la relation <:> en varlance interne et variance externe :

~ ~ ~/
u Tu = u Du + u Eu

Le probléme que se propose de résoudre 1'analyse discriminante peut alors
se formuler ainsi : Parmi toutes les combinaisons linéaires de variables (qui
sont, rappelons-le, des opérateurs projection sur des sous-espaces a 1 di-
mension de Rp), cherchons celles qui ont une variance externe maximale (afin
d'exalter les différences entre classes) et une variance interne minimale (afin
que 1'étendue des classes soit bien délimitée). Ces combinaisons linéaires

sont les "fonctions discriminantes'.

I1 s'agit de chercher u tel que le guotient T Eu/d Du soit maximal (ou

U Du/U Eu minimal).

Ce qui revient également, d'aprés la relation a rendre minimal :

Tu/d Eu, ou maximal : f(u) = U Eu/d Tu.

el

CALCUL DES FONCTIONS DISCRIMINANTES

La fonction f(u) & maximiser étant homogéne de degré O en u (invariante
si u est changé en du, O étant un scalaire quelconque), 11 revient au

-~ . - ~
méme de chercher le maximum de u Eu avec la contrainte u Tu = |
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Nous sommes conduits 3 la relation matricielle

2Eu = 2ATu =0

Soit Eu = ATu (:)

En général, la matrice des covariances totale T sera inversible, d'od

T-_1 Eu = Au

u est donc vecteur propre de T_lE relatif 3 la plus grande valeur pro-
pre A. (En effet, en prémultipliant les deux membres de (:) par u, on

constate que U Eu, le maximum cherché n'est autre que A).

La plus grande valeur propre A, quotient de la variance externe de la

fonction discriminante par la variance totale, est inférieure a 1, d'apres

la relation . On l'appelle quelquefois "pouvoir discriminant de la fonc-
tion u".

. -1 e . T
Remarque : La matrice T E, 3 p lignes et p colonnes n'est pas symétrique.
11 est possible de se ramener a4 la diagonalisation d'une matrice

(q,q9) symétrique (rappelons que p est le nombre de variables, et

q le nombre de classes).

En effet, la matrice E, de terme général

k
e = —_ . = X.) - X.,)
g 1 g_ " (ka : (ka. 1
k=1
est le produit d'une matrice C 3 p lignes et q colonnes par transposée
C a pour terme général
n
k — =
c., = — (x . —- x.) (:)
jk RS J
n
La relation (:) s'écrit
CC u = ATu

-1
Posons u=T Cv

La relation <:> s'écrit alors :

c® T ey = Aoy (:)
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I1 est clair que tout vecteur propre Vv de la matrice symétrique d'ordre
~ -1 . - ey = s =
(9,9/: C T C, relatif a une valeur propre A différente de O vérifie éga-

-1 . s e
lement (:) . Le vecteur u =T Cv, et le scalairelvérifient alors la rela-

tion <:>.

11 suffit donc en pratique d'effectuer la diagonalisation de la matrice

. a =1 . L . -1
symétrique C T C, puls d'en déduire u par la transformation u =T Cv .

V-3. LIEN AVEC L'ANALYSE CANONIQUE

Désignons toujours notre tableau de données 2 n lignes et p colonnes
par X, et notons Y 1le tableau des variables centrées de terme général :
V.. = X.. = X..

1] 1] 3

Nous allons coder l'information relative & notre partition des n indi-
vidus en q classes en construisant une matrice Z & n lignes et q co-
lonnes, 1'élément Z. de la k—-éme colonne de Z wvalant 1 si 1'individu

1k
i appartient 3 la classe k, 0 dans le cas contraire.

Nous poserons, comme précédemment :
D = (Y,Z2)

Autrement dit, un peu comme en analyse de la covariance, nous ajoutons
aux variables initiales des variables artificielles qui indiquent 1l'apparte-

nance aux diverses classes.

Notons qu'a la différence du paragraphe IV, les colonnes de Z ne sont

pas centrées, la somme des éléments de la k—éme colonne de Z wvaut n et

k’
n'est donc pas nulle.

Explicitons les blocs de la matrice

LV ~
1 [yx Yz

O B
n LZ Y Z 2

en tenant compte notamment de la nature particuliére des colonnes de Z.

. 1% : ’
La matrice V = Y Y n'est autre que la matrice des covarlances glo-

XX n
bale désignée précédemment par la lettre T.



v =
Z7

effectif relatif de la k—éme classe —

La matrice

vaut nk/n,

n

= & .
ZE: Zik%ie 1 R
i=1

car 1'individu 1 appartient soit a la classe Kk,

k = 2, il y aura autant de termes non nuls dans la

dans la classe k).

La matrice & p lignes et q colonnes

XZ
ral

n

i n
. A — E—(x..—g
jk = 1] 1k n i 1]

Oy

Soit (VYZ)jk = —n—~ (xkj

La relation <:> nous montre que

n

QA

C

xz’ jk jk
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1 ~ . o P .
;‘Z Z est diagonale, et son k-éme élément diagonal

(en effet,

soit 3 la classe B - Si

somme que d'individus

%— Y Z a pour terme géné-—
1 —
D2 = — > (xi.—x.)
It n i€l J
k
- x.)
J

Si nous effectuons formellement 1'analyse canonique du tableau partitionné

D (nous disons formellement car le sous—-tableau

variables centrées, l'interprétation des calculs e

Nous sommes conduits a chercher un vecteur a

-1 a2
Vool B B P Vex 2 (av
Or on a la relation
_] ~~
V V = =
Vxz'z2" 7x s £
(En effet
. c \//E; i > ¢ :
.’ T—— h— L3 ]
k=1 T o/ ‘ n
On a vu d'autre part que V =T

Z n'est pas constitué de

st légérement modifiée)/
satisfaisant 1'équation

ec bz maximal)
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Le vecteur vérifie donc la relation :

E a = ﬁz Ta
qui n'est autre que la relation (:)

Nous pouvons également noter que l'on a, pour les deux types d'analyse,

-~ . . . ~
la méme contrainte de normalisation : a Ta = |

I1 v a coincidence entre variable canonique et fonction discriminante.
- L'analyse discriminante apparait donc comme un cas particulier de l'analyse
canonique non centrée, lorsque 1'un des deux ensembles est constitué de vec-

teurs booléens (constitués de O ou de 1) décrivant chacun les éléments de

la partition de l'ensemble des individus.

V-4. CAS DE DEUX CLASSES

Dans ce cas, rencontré fréquemment lors des applications, de nombreuses
simplifications apparaissent. L'analyse discriminante est alors un cas parti-
culier de la régression multiple, ol la variable expliquée ne prend que deux

modalités, chacune d'elles caractérisant une classe.

la matrice des covariances entre classes a pour terme général

RS R
T <§]J. - §j)<?<]j. - X.4) +:— <>‘<2j - ch)(;zj. - ij.>
avec n n
S T R &

En remplagant x, par sa valeur, et en tenant compte du fait que
J

On trouve sans difficulté
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La matrice symétrique d'ordre@,p)E est ainsi le produit d'une matrice

colonne c¢ par sa transposée : E = cC

La relation (:) s'écrit encore :
..-] ~
T 'ccu = Au
Prémultiplions les deux membres par ¢
_l o) v
c T "¢ c u = AT u

La quantité entre crochets est un scalaire, égal par conséquent a A

qul est ici une valeur propre unique.

-1 < : P .
La valeur propre A= ST ¢ est appelée "Distance généralisée"
-1 .
des deux classes, et le vecteur propre correspondant, u =T ¢ est 1'uni-
. . e F 1. . - 2
que fonction discriminante ; (la quantité A est parfois appelée '"D" de

MAHALANOBIS").

Remarque : Considérons un vecteur y & n composantes, tel que y; = \/nz/nl

si le i-éme individu appartient & la classe 1, y; =~ v nl/n2
s'il appartient 3 la classe 2. La régression multiple expliquant

y par les colonnes de X nous donne un vecteur de coefficient

a = V;;VXY avec ici VXX = T, et comme on peut le vérifier aisé-

ment : VXY = c.

Le vecteur des coefficients de régression a coincide donc avec le vec-

teur des composantes de la fonction discriminante u.
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- CONTROLE DE VALIDITE DES RESULTATS EN ANALYSE FACTORIELLE

Tests d'hypothése et simulation

LA VALIDITE DES RESULTATS EN STATISTIQUE

Les méthodes d'analyses factorielles dont nous avons parlé jusqu'a pré-
sent ont un assez grave inconvénient : elles fournissent toujours un résul-
tat ! Il s'agit d'un inconvénient malheureusement familier en statistique :
un simple calcul de moyenne, ou de régression, fournit également toujours
un résultat, considéré généralement comme 1'estimation d'un paramétre idéal,
dont 1l'existence découle d'hypothéses concernant la population qui est suppo-

sée avoir généré les observations.

Les aspects pratiques de la démarche du statisticien sont généralement
les suivants : une hypothése, qui peut &tre simple ou composite, est faite

au sujet de la population parente. Nous désignerons cette hypothése par HO.

Une certaine fonction des observations est alors calculée, dont on sait

que, sous l'hypothése H elle suit une certaine loi, préalablement tabulée.

o’
On regarde alors sur la table si la valeur de la fonction calculée cor-

respond & quelque chose de plausible, c'est—-d-dire appartient & un intervalle

qui contient habituellement 957 (par exemple) des occurrences des valeurs de

fonctions du méme type, sous les mémes hypothéses.

Cette démarche, qui a fait ses preuves dans de nombreux domaines d'appli-
cation (contrdle de fabrication, expérimentation biologique, etc...) n'est
pas toujours applicable, ni satisfaisante lorsqu'elle est appliquée en scien-

ces humaines ou en sciences é&conomiques.

En effet, la méthode précédente est parfols inversée, en ce sens que les
hypothéses ne sont pas faites d'aprés la seule considération des données sta—
tistiques, de leur contexte réel, mais en fonction de l'existence de modéles

théoriques simples, ou de la disponibilité de tables statistiques.

Or une table statistique n'existe-que si la loi de la "fonction des obser-



90

vations'" permet des calculs analytiques (cas des tables classiques) ou ne
dépend que d'un nombre raisonnable de paramétres (au cas ol les tables se-

raient établies par simulation).

Ces fonctions relativement simples des observations sont forcément
trés limitées et rarement adéquates : dans le domaine d'application qui nous
intéresse plus particuliérement, les observations sont rarement indépendantes,
ou ont rarement le méme poids, d'ol une complication inextricable des éven-—

tuels modéles...

Nous nous trouvons bien, en analyse factorielle, dans une situation ol
la théorie des tests classiques ne peut pleinement et valablement s'appli-

quer, notamment 3 cause de la complexité des ''fonctions' mises en jeu.
L]

Le probléme essentiel est de savoir ce que valent les représentations
obtenues dans l'espace des premiers facteurs : il nous faut donc connaltre
la loi des wvaleurs propres calculées au cours des analyses, afin de savoir
si elles sont "anormalement' élevées, et donc si les facteurs qui leur cor-
respondent extraient bien une part significative de la dispersion totale.
Connaltre la loi des valeurs propres permet donc de savoir quelle est la
dimension 'n'" du sous-espace de représentation, formée par conséquent des

"n" premiers facteurs.

.

Mais ici, d'une part 1l'hypothése HO sous laquelle on peut calculer la
loi des valeurs propres est souvent beaucoup trop restrictive (variables nor-
males indépendantes d'écart—type unité, par exemple), d'autre part, méme

sous une telle hypothése, la complexité des résultats obtenus les rend trés

difficilement utilisables.

Pour fixer les idées, si les variables analysées sont normales, multidi-
mensionnelles, de matrice de covariances théoriques égale 3 la matrice unité,
la densité de probabilité des valeurs propres s'écrit, en fonction du nombre

n d'observations et du nombre p de variables :

%(n-p-2 L N”
b/ WP e (-3 20 A
dF=-—LqI-;— - '\T(Aj—r\k) 'dej
| o — — T .
2 RO 3T rgmeg)) T G-y K jek

Cette formule est pratiquement inutilisable ; i1 faut donc procéder
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autrement pour savoir combien de facteurs retenir lors des analyses facto-

rielles.

VI-2. LES PROGRAMMES-TESTS

Supposons que 1l'on veuille savoir si la premiére valeur propre peut
vraisemblablement provenir d'un échantillon E pour lequel 1'hypothése Ho
est vérifiée. Il nous suffit de générer quelques é&chantillons simulés Ei’
et de calculer les différentes valeurs propres f(Ei) que 1l'on comparera a

la valeur initiale f(E).

Si n-1 réalisations ont été simulées, et si la loi de f(E) est la
méme que celle des f(Ei)’ autrement dit si Ho est vérifiée, alors f(E)
a une chance sur n d'@tre supérieur aux f(Ei)'
la valeur

Si 1'on réalise par exemple 19 simulations E E

12 Eos cees El9'
observée a une chance sur 20 (c'est-3a-dire 5 chances sur 100, seuil usuel

en statistique) d'€tre supérieure 3 l'ensemble des valeurs simulées.

En pratique, pour des analyses de tableaux particuliérement importants,
on pourra s& limiter 3 un nombre beaucoup plus restreint de simulations, en
instituant des procédures d'arrét (ceci afin d'éviter une exploitation qui

peut €tre coliteuse en temps—machine).

1) - Arrét si la valeur observée est dépassée par une valeur simulée.

2) - Arrét si la valeur observée est bien plus grande que, par exemple, les
5 premiéres valeurs simulées, 3 1'aide d'une sorte de 't'" de STUDENT,
ou de toute autre fonction permettant d'apprécier la distance d'une

observation a4 un petit &chantillon.

I1 reste donc, pour chaque type de probléme, a choisir une hypothése

Ho convenable, et 3 générer des échantillons sous cette hypothése.

VI-3. REALISATIONS PRATIQUES

Les simulations seront adaptées a chaque type de données, en fonction

des hypothéses Ho proposées par les utilisateurs eux—mémes.
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1) - Tableaux de valeurs numériques (n individus, p wvariables)

La méthode la plus simple consiste & permuter aléatoirement les n

observations initiales correspondant & chacune des p variables.

L'amplitude des valeurs propres issues de 1'analyse de ces tableaux

correspond bien 3 un '"bruit de fond" que 1l'utilisateur veut &liminer.

2) - Tableaux de contingences (n lignes, p colonnes)

Les cases de ces tableaux correspondent 3 des effectifs xij (ou

des fréquences pij)' On simule alors une correspondance aléatoire par

le schéma multinomial suivant : si x.. désigne l'effectif total :
n P
X.. = Z %; 5
i=1 j=1

La variable simulée Xij est une variable aléatoire normale (ap-

proximation classique de la loi multinomiale) de moyenne

E(Xij) = X.. fi.f.j

et de variance var (X..) = x.. £. £ .(1 - £. £ .)
ij i.".] 1.7.3

Les paramétres x.., f. , £ . correspondent aux valeurs observées
]

initialement.
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ANALYSE DE CERTAINES CORRESPONDANCES MULTIPLES

I - GENERALITES

Une partie généralement importante des fichiers d'enquéte se compose de

réponses a des questions mises sous forme disjonctive compléte, c'est-a-dire

de questions dont les diverses modalités de réponses s'excluent mutuellement,

et telles qu'une modalité est obligatoirement choisie.

L'ensemble des r modalités de réponses i une telle question permet de

partitionner 1'échantillon en r classes, au plus.

Exemple 1 : Intitulé de la question : Age du pére
' 8 modalités - 1°/ moins de 25 ans
2°/ de 25 a 29 ans

3°/ de 30

4°/ de 35

5°/ de 40

6°/ de 45 3 49 ans

7°/ 50 ans et plus

34 ans

Y,

39 ans

Yy,

44 ans

Por

8°/ Sans objet ou non-réponse.

Exemple 2 : Intitulé de la question : "Avez-vous un (ou plusieurs) lave-vais-
selle 2"
2 modalités - 1/ ouil
2/ non

La donnée de deux questions mises sous forme disjonctive compléte nous
permet d'observer deux partitions de l'ensemble des individus enquétés. L'ana-
lyse du tableau de correspondance croisant ces deux partitions peut &tre géné-
ralisée au cas de Q partitions (Q étant un entier'éupérieur a 2). La géné-—
ralisation que nous proposons (qui n'est évidemment pas la seule possible)

est assez naturelle et conduit & des régles d'interprétation simples.

L'exposé &€lémentaire ci-dessous est complété par les listages des program-

mes (congus pour l'exploitation de fichiers volumineux) et un exemple d'appli-

cation.
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Un exposé plus théorique de cette question figure dans la note de

J.P. BENZECRI "Sur l'analyse des tableaux binaires associés A une correspon-

-

dance multiple", 3 laquelle nous emprunterons notamment certaines notations.

Notations

L'ensemble des questions sera désigné par Q. Une question ¢

consiste en un ensemble Jq de card Jq modalités.

J = 1I{Jq l q€LQ} désigne la réunion de tous ces ensembles de

modalités.

On désignera par I = 1T{Jq [ q € Q} 1'ensemble produit des Jq,
c'est-d-dire 1'ensemble dont les éléments sont constitués des
suites de q modalités, chacune de celles—ci étant prise dans
une question différente. Les &léments de I sont donc les rdpon-—

ses possibles des sujets enquétés.
L'ensemble des individus enquétés sera désigné par S.

Contrairement aux approches classiques des tables de contin-
gence multiple, ol 1'on s'intéresse principalement aux fréquences
k(i) des individus ayant donné la réponse i (i €.1), 1'étude
qui va suivre reste intéressante si card S est trés inférieure
a2 card I, ce qui est souvent le cas dans les applications. Si
1'on pose 3 1000 individus 12 questions ayant chacune 10 modalités

card S = 103, card I = 10'2,

Ainsi dans le tableau k(i), un millioniéme seulement des élé-

ments sont différents de O.

On désignera par Z 1le tableau (card S x card J) donnant,

pour 1'individu s € S une description booléenne de ses réponses

aux card Q questions.

Si e (s,q) désigne la modalité de la question q choisie
par le sujet s, (¢ (s,q) €;Jq), et si q(3j) est 1'indice ¢
de la question a8 laquelle appartient la modalité j & J, le terme

générique de Z s'écrit :

j
2g; = S¢(s,a(i))
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Le tableau des éléments @ (s,q) constitue un codage condensé
du tableau Z. (Le tableau de terme général ¢(s,q) n'a que card

Q colonnes).

Les programmes donnés ci—aprés n'utilisent gue ce type de ta-—
bleaux comme entrée. A l'intérieur de chaque question Jq’ les
modalités sont indicées de 1 d card Jq. g(s,q) n'est autre

que la valeur de cet indice, pour 1l'individu s et la question q.

IT - TABLEAU DE BURT ASSOCIE A 7

Partitionnons les colonnes de la matrice 2 de fagon 3 faire apparaitre
dans un méme sous—tableau Zq les colonnes relatives aux modalités de la

question q.
Dans ces conditions : Z = (2 Z

si Z désigne la transposée de Z, le tableau

est appelé "Tableau de contingence de BURT" associé au tableau des réponses Z.

Le tableau B est formé de (card Q)2 blocs .

2
Le gq-éme bloc diagonal 2Z Z est une matrice diagonale d'ordre (card Jq)

(Puisque deux modalités d'une méme question ne peuvent &tre choisies simulta-

nément) .

Le bloc indicé par (q,q'), d'ordre (card Jq X card Jq,) n'est autre que

le tableau de contingence croisant les réponses aux deux questions q et q'.

Nous désignerons par T, d'ordre (card J x card J),la matrice diagonale
ayant les mémes éléments diagonaux que B (ces éléments diagonaux ne sont

autres que les effectifs correspondant 3 chacune des modalités).

. o o e - 2
La matrice T peut 8tre également considérée comme formée de (card Q)

blocs (seules les card Q blocs diagonaux sont des matrices non nulles, le



98

q-éme bloc diagonal Tq valant iqzq, matrice dont les termes diagonaux
sont les effectifs correspondant aux diverses modalités de 1la question q).

Cas de_deux guestions : (card Q = 2).

le tableau des réponses Z s'écrit alors : Z = (ZI’ZZ)'

Il est alors équivalent, du point de vue de la description des associa-

tions entre modalités

1/ d'effectuer 1'analyse des correspondances du tableau Z d'ordre
(card S, card J).

2/ d'effectuer 1'analyse des correspondances du tableau B d'ordre
(card J x card J).

3/ d'effectuer 1l'analyse des correspondances du tableau Z.Z. d'ordre

172
(card J

| X card J2).

Montrons que les analyses (1) et (2) fournissent les mémes facteurs

(2 une normalisation prés).

Les facteurs issus de (1) vérifient 1'équation

-1

T Z2zg = Ny @
cardQ

D'autre part, les marges du tableau B sont les éléments diagonaux de

la matrice card Q.T

La relation de transition relative i 1'analyse de B s'écrit, puisque

~ . - . . - - .
B = ZZ est symétrique (et définie non négative), pour un facteur % relatif

a la valeur propre u

T Zzy \/(u—k}’ @
}@

cardQ

Ainsi, \Y = *’ et G

Montrons maintenant que pour tout couple de facteurs ( , ) associé a
€1 P

la méme valeur propre F) ¥%; de 1'analyse du tableau de contingence Z.Z

172
correspond un facteur Q =L de 1'analyse de B (ou de 2Z).
f2
Les deux marges du tableau rectangulaire 7 o sont T et T

12 1 2°



Les deux relations de transition s'écrivent :

T;]%,]ZZ €, = ‘/E\P]

T;lgzél h e =JE%_ @

Ou encore

(),

_1 ~
T, (T 9, *+ 2,2, 9,

a P «,

_1 v
Ty (Ty @y + 2,20 ¥

qui s'écrit également, aprés multiplication des deux membres par 1/2 = 1/cardQ

( )
b ]_;‘/ig__\p

—.T =
2 ¥z ¥

Ce qui n'est autre que la relation (:) ol A\ =

Ainsi, les valeurs propres issues des trois analyses sont respectivement

19 >\2) (ZR_ ])2

ITI - GENERALISATION AU CAS DE PLUS DE DEUX QUESTIONS

Le tableau Z = (21’22""2 Z ) posséde cardJ colonnes, auxquel-

q" " "“cardQ

cardS -

les correspondent cardJ points de R ; plagons—nous dans l'espace R

Le sous-tableau Zq engendre une variété linéaire Wﬁé 3 card Jq dimensions.

Toutes ces variétés linéaires ont au moins en commun la premiére bissec—

trice. Le rang du tableau Z est donc au plus égal & cardJ -(cardQ -

Soit ?q le tableau (a carqu lignes et une colonne) des composantes

d'un point M(q) de ”V; dans la base définie par les colonnes de Zq'

Le carré de distance de ce point M(q) a l'origine, selon la norme

euclidienne usuelle n'est autre que

?q%q%q Pq = fq'q ¥q
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L'analyse des correspondances du tableau de contingence croisant deux

questions q et q revient 3 étudier les positions respectives des varié-

tés 4 et ’V;,. En effet, dans RcardS’ les opérateurs—-projection sur

q . ~ -1~ .
V; et ‘V;, correspondent aux matrices Zq(Zqu) Zq (c'est—a-dire
-1~ ~ -1~ -]~
z2 T 'Z et zq,(zq,zq,) 2 (= Z T )-

Z
qq q) q'"q’

Les relations de transition (:) et (:) (ol gq=1, q'=2) expriment

que les points Mq et M sont projections l'un de 1'autre. Il revient

au méme de chercher deux points Mq et M tels que leur moyenne des

carrés des distances a4 1'origine soit constante.

A + T = 2 cardS
Pa’q Pq Yq'q' Yq'

et tels que la distance a l'origine du point M = Mq + Mq' soit maximale.

HOMHZ i %Tq fq * k?q'Tq'“Pq' v 2 ‘?qzqzq'(?q' @
2 Iy~
”om“ = 2 cards [ I +Lards(§>q 2200 L?q;l @

. 2 . . .
Remarque : Le maximum de “OM ” s'obtient d'ailleurs (et cecl ne sera
=) ~
valable que pour deux questions) pour T = T .
q P q P '{’q q L?q \?qv q' ‘-qu
L'expression entre crochets dans le membre de droite de la rela-
tion <:> n'est autre que le cosinus de 1'angle des vecteurs

(oM, OMq,).

Posé sous cette derniére forme, le probléme se généralise aisément au

cas de plus de deux questions.

S1 (?l’ %E, ..... q%ardQ désignent respectivement les vecteurs des

composantes de cardQ points M],M M dans les bases Zl’ZZ"°'

grre cardQ
on cherchera 3 rendre maximale la quantité

“OM“2=ZSLZPququq'(?Q' I 1€ 9, q'eQ}

avec la contrainte

Z{q’qTq fq ‘ 1€ Q| = cardQ cards

anrdQ’
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Si Y désigne le vecteur & cardJ composantes tel que

C/(’ = (’\?], LFZ’ ..... . C’?cardQ)‘ (ou encore Q%{xeq\q qu)

le probléme revient 34 rendre maximum (,'?BLF avec LﬂéT @ = 1

= -1
Les facteurs f cherchés sont donc les vecteurs propres de T B
relatifs aux plus grandes valeurs propres qui sont proportionnels & ceux
issus de 1'analyse des correspondances du tableau Z (qui coincident, &

une normalisation prés, avec ceux issus de 1l'analyse du tableau B).

IV - PROPRIETES DES ANALYSES MULTIPLES

Les facteurs f issus de l'analyse du tableau Z vérifient 1'équation

1 g - Ay

cardQ

en faisant apparaltre les composantes <?q de %’ relatives 3 la question

q' et les blocs des tableaux T et B, cette équation s'écrit

1

Z{T;. ?z/q,zq ¢ q l 1€qQ}= dy,

cardqQ d
a) - Le centre de gravité du sous—nuage de cardJ _ points dont les coordonnées
-1 . .
dans RcardS sont les colonnes du tableau 2 Tq décrivant les profils

des réponses A la question q est le méme que le centre de gravité en

général du nuage.

I1 s'ensuit que les composantes de qh relatives 3 une question
particuliére q sont également centrées. (Chaque point-modalité j est

muni d'une masse égale a tjj/cardQ.cardS).

b) -~ La somme des valeurs propres non triviales vaut, d'aprés la relation
cardJ/cardQ - 1.
(La trace sera donc égale a4 | dans le cas des questions & deux modalités,

pour lesquelles cardJ = 2cardQ).
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c) - Le carré de distance au centre de gravité d'un point-modalité j (j & J)

d)

de Rcards s'écrit

a%(0,7) = 3 {cards (Z; 5/t = |/cards)” J i€ s)

ies =t,.

Soit, compte tenu de la relation : EZZ{Zij 33

d2(0,j) = cardS (l/tjj - 1/cardS)

La contribution 3 1'inertie totale de la modalité j vaut donc
/ t.. t..
) 33 2 1 1]
c(j) ={ ——— ] d"(0,])

\\pardQcardS

cardQ cardS

La contribution de la question q & l'inertie totale vaut

1

[
c@ =2 {ed i€ ] = (card 3 = 1)

cardQ

(On vérifie que E{;{C(q) [ q € Q} = card J/card Q — 1)

La forme de c(j) nous prouve que la contribution d'une modalité
est d'autant plus forte que l'effectif correspondant est plus faible,

sans toutefois pouvoir dépasser 1/card Q.

Dans 1'espace RcardS, les points représentatifs des cardJ modalités

N -1
ont pour coordonnées les colonnes de ZT 4

_] _ -
Nous avons vu que le rang de Z (donc de 2ZT ') est au plus égal a

cardJ - card Q+1 ; la variété linéaire engendrée par les colonnes de
-1 1 . . .
ZT contient la premiére bissectrice. Comme le nuage est dans 1l'hyper-
-1 e gl : .
plan T orthogonal 3 la premiére bissectrice, le nombre de valeurs

propres nulles lors de l'analyse du nuage par rapport 3 son centre de

gravité sera de CardqQ.

En faisant choix d'une base dans le support du nuage, on se raménera
donc 3 la diagonalisation d'une matrice symétrique d'ordre (CardJ - CardQ)

x (CardJ - CardQ).
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C'est ce que fait le programme SBURT dont le listage figure a la fin
g

du chapitre.

e) — Cas particulier : questions i deux modalités.

Dans ce cas, bien que le programme général SBURT puisse s'appliquer
sans perte notable de temps, on obtient directement la matrice & diago-
naliser, symétrique, qui n'est autre que la matrice des corrélations en-
tre variables, celles-ci n'étant représentées que par une seule de leurs

modalités - (CardJ - CardQ = 1/2 CardJ).

Explicitons la relation ci-dessus, oli, rappelons—-le, T désigne
la matrice diagonale ayant les mémes &léments diagonaux que B.

b..
1 1] . .
cardQ jEJ bii

L'ensemble J des questions va maintenant &tre partitionné en deux

-~ . . 1 2 . .
sous—ensembles de mémes cardinalités J et J , formés respectivement

des premiéres et des deuxidmes modalités de chacune des cardQ questions.

1 2 1.2 N 1.2 2
3= 4 17 7 = {3, cJl, 3%, q €0
U , {Jq Jq} qu T & q

Notons les relations, pour tout q € Q

b..1 + b..2 = b.,
1

1 11
Jq Jq

b.1.1 + b.2.2 = Card S b.1.1 . .1 = -b.2.2 <2
J_] 3.3 3.3 (€J J_J CPJ
94 - q q 9 q q q q

Il suffit donc de restreindre la sommation de la relation au

] =y = = - prar gt
seul ensemble J , dont l'élément courant sera désormais noté j

b.. = b..) b.. .
( 11 1J) J3 qG

(cardS-b.. )
1]

CardS . b.. - b...b..
1] ii"73]

Ce qul peut s'écrire :zz f
CardQ(cardS - b..)b..
337 11

]

jeJ].='qu (:)

et de calculer les moments empiriques centrés du second ordre des cardQ

varliables caractérisées par leurs premiéres modalités.
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b b..
! ii 33
cov(i,j) bi' -
cardS J card S
2
. ! i
var(]j) = b.. -
cardS 3] cardS

Le terme général de la matrice des corrélations des cardQ variables

s'écrit

Card S.b,. - b..b..
ij ii 3]

cor(i,j) = "
EFardS—b..)b..(CardS—b..)b.:Ji
JJ _]J 11 11

I1 est clair que si ( ©>» A) est solution de 1'équation (::) alors
(ky . }J) est solution de :

ST feortiui) ¢l | jea, fo Ny

(CardS - b..) 5
iy’ | ¢

. N j
avec = .
L bl
J]
A' = A, cardQ
f) - Cas ol l'analyse d'une correspondance multiple se raméne_a_celle d'une

Le cas d'une correspondance binaire s'est revelé &tre particuliérement
intéressant du point de vue des calculs a mettre en oeuvre, car 1'analyse
du tableau de BURT d'ordre (CardJ x CardJ) équivalait a 1'analyse des
correspondances du tableau de contingence croisant les modalités des deux
questions, ce qui conduit a diagonaliser une matrice d'ordre (Inf(cardJ],

carsz)-

Ce résultat peut étre généralisé de diverses fagons sous certaines

conditions (cf. J.P. BENZECRI, op. cité).

Nous retiendrons la propriété suivante, utile pour les applications :
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- Si 1'ensemble Q des questions est partitionné en deux sous-ensembles
Q] et Q2 4 1l'intérieur desquels les questions sont indépendantes,
l'analyse des cardQ questions se réduit a3 celle d'une correspondance
binaire, et donc 3 la diagonalisation d'une matrice d'ordre Inf(cardJ],

carsz) ol J1 {L/Jq [ q €_Qi}

(Nous dirons ici que deux questions q et q' sont indépendantes si

~
le tableau Zqu, est égal a l/cardS.tqéptq,, ol les vecteurs tq et

tq' ont respectivement pour composantes les éléments diagonaux de

Zqu et Zq'zq" qui sont é€galement les éléments diagonaux de Tq et
T ,, de par la définition de ces deux matrices ; en notation matricielle
tq®c =t .t ,)

q q' q°q'

Ecrivons de nouveau la relation en partitionnant Y en
de bl . = : ices
ux blocs kPQl et (@ 2 ( L{P Qi &P {q}q 1 qe,ng) et les matrice

B et T en quatre blocs, de fagon a4 faire apparaftre la dichotomie de

Q=1qUaq,

D'ol les deux relations

1
[ - -1 -
T B Y Ty By, LPQJ - >“PQl

cardQ \]

! -1 _
T, Byy Wou *+ T, By Y A“Poz

cardQ
Remarquons que les card Q1 (resp : card Q2) blocs diagonaux de
T;IB (resp : T_IB ) sont des matrices unité dont les ordres cor-

i1 2 22
respondent aux cardinaux de chacune des questions :

_]~ s
6 c 0y J .y = y =
(€ Q;5, ¢'€Q;, 9 = q' = Tq zqzq I 5 ] 1c{1,2} )

On a d'autre part, pour ig;{},Z}

Iy : e K
7z .= 4 %4 g

' ' =
9€Q,, a'€Q,, q #q =::>Tq P
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En désignant par lcard q un vecteur dont les card q composantes

valent 1,

-1 1 ~
T 22, =—— 1 44"t
9 949 card S q q
Les relations ?q, %q' = 0 impliquent finalement que, pour
icf,2]
778

i Bii Yoi = Yai
Le systéme ci-dessus s'@crit alors

)

] - “?QZ = ( Acard Q - 1) k?Q]

=1
T2 B21 k?Q] = ( Acard Q - 1) k?QZ

D'oli, par substitution

=1 =1 2
T, By, T, By g0 " (N card Q - 1) P2
Ainsi, L?QZ est obtenu par diagonalisation d'une matrice d'ordre

(card Qz). On en déduit facilement L?Ql'

Nous avons en fait implicitement supposé& que card Q2 & card Q],

en choisissant de calculer kPQ2 avant LPQI'

Remarquons que B12 est obtenu par juxtaposition des tableaux
de contingence croisant 1'ensemble des modalités des questions du pre-
mier groupe et celles relatives au second groupe. Les marges du tableau
B12 sont les &léments diagonaux de carsz.T1 et cardQl.Tz.

Les facteurs issus de l'analyse du tableau B]2 vérifient la rela-

tion

1 -1

T B T BIZLV:«Q‘)

cardQlcarsz

Ils sont donc proportionnels aux facteurs trouvés précédemment.



8) - Calcul d'une partition moyenne_ (Résultats empirigues)

Nous avons vu qu'il existe un nombre card I de réponses possibles
au questionnaire. En "agrégeant" les individus ayant des réponses iden-
tiques, on obtient un tableau dont la plus grande dimension est infé-
rieure ou égale 34 card I (dont 1'analyse fournit les mémes résultats

que 1'analyse de 2Z).

Cependant, pour le type d'enquéte qui nous intéresse plus particu-
liérement, on a en général card S«&card I, et la partition de tous les
individus selon les divers types de réponses possibles coincide souvent

avec la partition triviale en card S classes.

La typologie des individus observable dans le sous—espace des premiers
facteurs n'utilise en fait qu'une partie de 1'information fournie par

l'ensemble des distances entre individus.

On peut chercher 3 exhiber une partition Jm des individus, dite
partition moyenne des card Q partitions données, le terme moyenne étant
entendu au sens (intuitif) suivant : la partie stable de la typologie is-—
sue de l'analyse de Z (tableau des réponses d'ordre card S x card J)
coincide avec la partie stable de la typologie issue de 1'analyse du
tableau d'ordre (card Im x card J) obtenu en agrégeant les lignes de

Z appartenant a une méme classe de la partition Jm-

Les classes d'une telle partition constituent un base orthogonale (&
composantes booléennes) d'un certain sous—espace i card Jm dimensions
cardS
de R
Le probléme pratique est de savoir si, card Jm étant inférieur a

un nombre fixé, une telle base peut contenir le sous-espace des premiers

facteurs.

Les résultats empiriques dont nous disposons sont encourageants et
permettent de penser que n'importe quelle analyse de fichier peut en
fait @tre obtenue a partir d'une partition moyenne Jm avec card Jm¢:50

(et donc ne nécessitent qu'une diagonalisation de matrice 50 x 50).

Pour 1'exemple d'application du §VI ci-apré&s, une partition en 16
classes suffit & reconstituer de fagon satisfaisante le plan des deux

premiers facteurs. De plus comme cela est souvent le cas dans ces procé-
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dures d'agrégation, une partition moyenne enrichit 1'interprétation des

résultats.

Nous adjoindrons donc ci-aprés un programme de partition adapté (et
simplifié) pour tenir compte de la structure particuliére de ces types
de questionnaires. Il s'agit d'une technique d'agrégation autour de
centres mobiles, apparentée a la méthode des nuées dynamiques proposée

par E. DIDAY.

(Pour la recherche d'une partition moyenne, il semble en effet judi-
cieux de considérer comme centre de classe le point représentatif du

profil moyen de la classe).
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V - PROGRAMMES D'APPLICATION

Caractéristigues_générales.

Les programmes ont été &crits en FPRTRAN IV pour CDC 6600.

Le fichier a4 analyser est sur bande, et comporte en principe un nombre
arbitrairement grand d'individus. Chaque enregistrement logique représente
la description d'un individu sous la forme condensée signalée au §1. Cependant,
pour les rajouts de variables supplémentaires, nous avons (sous—-programmes GUSB
et PLUSB) rassemblé les coordonnées des individus sur les premiers axes facto-

riels dans un tableau GC.

Une modification minime permettra de s'affranchir de cet encombrement
mémoire, qui peut €tre génant dans le cas d'ure trés grosse enquéte et d'un

petit ordinateur.

Les variables analysées sont celles situées en téte d'enregistrement, et
les variables rajoutées (variables illustratives) sont celles qui suivent.
Toutefois, le sous-programme PERMU permet de modifier l'ordre des variables,

et rectifie les identificateurs des modalités en conséquence.
Les données de base sont donc
1/ - le fichier condensé de NTOU variables, dont les NVAR premiéres

seront analysées.

le tableau NMOD(K) donnant le nombre de modalités de la variable K

2/
3/ - le tableau JCAR(I) des identificateurs en A3 des modalités.
4/ - éventuellement des tableaux NOUV(L) gérant une permutation des

variables.

Les ordres d'appel seront classiquement de deux types (3 partir du programme

principal)

1 - Analyse directe
1/ PERMU (éventuellement)
2/ DEPB (calcule le tableau de BURT)
3/ IMPI (imprime ce tableau)
4/ SBURT (analyse réduite de ce tableau) qui appelle
HILB, EIGNVA, ICONT
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5/ GUSB (coordonnées des individus)

6/ PLUSB (rajouts de variables supplémentaires)

2 - Analyse aprés calcul d'une partition moyenne

1/ PARTI (calcul d'une partition moyenne en K classes)
appelle ¢ GROUP (qui appelle ETAL, DIST)
ETAL, JMPR, TIRA

(Le sous-programme ETAL a pour effet d'étaler le codage condensé

en codage binaire).

2/ Analyse des correspondances usuelles du tableau TAB

issu de PARTI.
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SUBROUTINE DEPB(VECsJCARsNVARsNSBsNIND s NMOD sNV sNTOUs T 9X)
C*x*#% CALCUL D UN TABLEAU DL DEPENDANCE DE BURT SUR NIND INDIVIDUSS
Cx#%%% CARACTERISES PAR NVAR VARIABLESSsREPRESENTANT EN TOUT NSBE MODAL.
C#*%%% NTOU EST LE NOMBKE TOTAL DE VARIABLES SUR LA BANDE
C*®¥%% NV FST UN MAJORANT DE NSB

DIMENSION VEC (NVsNV)

Cxwx%% JCAR IDENTIFIE LES NSB MODALITES
CH*x¥x% NMOD(K) EST LE NOMBRE DE MODALITES DE LA VARIABLE K

DIMENSION JCAR(1)4NMOD(1)

DIMENSTION T(1)sX(1)

COMMON/ENSOR/NINT ¢ NSORT

COMMON/BBE /NB

DO 10 J=1sNSR

DO 10 JUPRIM=1,NSB

10 VEC(JsJPRIM)=0

DO 3 1=14NIND

READ (NB) (T(K) sK=14NTOU)

CH¥x%%% CODAGF BINAIRE DFS VARIABLES MISES SOUS FORMES KEDUITES

JDEB=0

DO 5 J=1,NSB

5 X(J)=0

DO 4 K=1sNVAR

L=JDFB+T(K)+0.000001
C**%¥%¥ PROTECTION

IF(LeGTsNSB) GO TO 100

X(L)=1

JDFB=JDEB+NMOD (K )

4 CONTINIIE
DO 6 J=1,NSB
DO 7 JPRIM=1,U
VEC(JsJPRIM)=VEC(JsJPRIMI+X(J)EX(JPRIM)
CONTINUF
CONTINUE
DO 308 J=1,NSHK
DO 308 JPRIM=J,NSf
308 VEC(JsJPRIM)=VEC(JPRIMyJ)

@D P~

GO TO 102
10C WRITE(NSORTs101)LsNSBsIsK
101 FORMAT( 10H ERRCUR I4410HDEPASSE 14,,10HPOUR I-= 14y
1 10HET POUR K= 14e//7)
NeB=0
102 CONTINUFE
RFTURN

FND
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SUBROQUTINE SBURT(XsVECsEIGeF1sF2sF39NVARSNINDsNSBsNVsJCAR A9 NMOD)
CH*xxxx CEL SOUS PROGRAMME EFFECTUE L ANALYSE D UN TABLEAU DE BURT X
CH#x¥x¥% CCRRESPONDANT A L ENSEMBLE DES NS3 MODALITES DE NVAR VARIABLESS
CHx CN DIAGONALISANT UNE MATPRICE D ORDRE (NSI—-NVAR) ¥ (NSB-NVAR)

DIMENSTION A(NVsNV) oNMOD (1) 4NCUM(100)

Corx2 NMOD (k) £ST LE NOMBRE Db MODALITES CC LA VARIABLE K
Coewe®atx JCAR IDENTIFIE L CNSUMBLE DS MODALITES
CHwxsex NV EST UN MAJURANT DE NSB

DIMENSION XNV eNV) s VEC (NV NV
C¥xxx |0 TABLFAU X EST DETRUIT

DIMENSION DIZTO(131)sPC(131),PL¢131)

DIMENSION JCAR(L1) oZIG(109F1(1)sF2(1)sF3¢1)

COMMON/ENSOR/NINT ¢ NSORT

SOM=NIND¥NVAR

DO 1 J=1,N58

1 PLIJY=X(JeJ)

PC=NVAR
Crxxex CALCUL DL LA FREMIERL MATRICE A DIAGONALISER (ORIGINE AU CcNTRE

®#¥x 3w DE GRAVITE DES VARIABLLD)

DO 5 J=1,N883
CH*xxxx DISTANCL AU CENTRE DE GRAVITE DE LA MODALITE J
DISTO(J)Y=(SOM/(PLLIYXPC) =-1)

DO 5 I=1,0488
RAC=SQRTI(FL(IT)=PL(J))
X(ITed)=X(1sJ)/(RACHPC)=(RAC/STOM)
PC=PC/S50OM
DO 751 I=1,NS8
PL(I)=PL(I)/50M

751 CONTINUE

NS=NSB

WRITE(NSORT 4666)

666 FORMATI(/// 30t ANALYSL DLES CORRESPONDANCES /77)

NX=3

NR=NSB-NVAR

NCUM(1)=0

DO 30 KK=Z,NVAR

NCUM(IKK)Y=HCUMIKK=1)+NMOUD(KK~1)

30 CONTINUE
CHse#xx CHOIX D UNE BASE DU SUPPORT DU NUAGL
L=1

ol
e

U3

22 J=1+8588
FlJeEQeNCUM(K))IGO TO 21
PO 20 TI=14N5B
27 AT sL)=XI(14J)
L=L+1
GC TO 22
F.=K+1
CONT [ NUE
DO 40 T=1sN58
470 WRITE(NSORT941)(A(TeJ) eJd=14NR)
CHx¥xx ORTHONORMALISATION DE CETTE BASL
CALL HILB(ASNRSNSBINV) s
Cesedxx PXPRESSION DE X DANS CETTE NOUVELLE BASL
41 FORMAT(1IH 10F12e6)
DO 24 T1=1,NSB
00 24 J=1sNR
VEC(TeJ)=0

1C N

K
>
[

[NSION
N
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DO 24 K=1yNS53

24 VEC({T9J)=VECITeJ)+X{T¢K)I¥A(KsJ)
DO 25 1=14NR
DO 25 J=1sNR
X{(1sJ)=0
DO 25 K=1,4NSB

25 X(IeJ)=X{TsJd)+A(KsI)*VET(KsJ)
CALL EIGNVA(NRsXsEIGsVECsINDINV)
DO 27 J=1sNX

Cru¥xr CYPRESSION DES FACTEURS TRCUVES DANS LA BASE INITIALE

DO 27 1=1sN3SE
X(IsJ)=0
DO 26 K=1sNR

26 X(IeJ)=X(IsJ)+A(TsK)H*VEC(KsJ)

27 X{(TeJ)=(X(1eJ)/SQARTIFL(II)IHSARTIZIGII))
DG 43 T=1yNR

42 WRITEC(NSORTe41) (X(TeJ)eJ=1sNR)
WRITE(NSORT$10)
WRITE(NSORT$2)(EIGIK) sK=1sNR)

9 FORMAT(1H 10F12e8)

10 FORMAT (21H VALEURS PROFRES )
C  POURCENTAGES
701 FORMAT(/ 1CH TRAZE= Fl5e5)

sSCMv=C
DO 700 J=14NR
YO8 SOMV=SOMV+ETIGS(J)
WRITZ(NSORT $7C1) SOMV
DU 800 JUM1=1ehR
J=JIMl
PCURC=(EIG(J) 750V I *100
8070 WRITE(NZORT$SUD)JMLSPOURC
927 FORMAT(/ 13H VALPRIFPRL 13415t POURCENTAGE F6el)
CHe¥%x¥* LS TRO1IS PRUIMIERS FACTEURS SONT Flsf2sF3eL CNSEMBLE DES FACTEZURS
Cxxwy FIGURENT DANS LES FREMIERES COLONNLES 2L X
DO 199 1=14NSB
F1(I)=X(Is1)
F20I)=X(1»2)
F3(I)Y=X(1s3)
196 CONTINUE
Crxxxx CALCUL DLS AIDES A L INTERPRETATIONLEDITIONS CCS REGULTATS.
CALL ICONTU(XsEIGesJCARSPLINSBsDISTOWNV)
RETURN
END
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SUBROUTINE HILB(IASLIVsLCIaNV)
Crx#xx ORTHONORMALISATION DES LCV PREMIERES COLONNES DE A

DIMENSICN A(NVsNV)sVX(150)
FPS=04,0000N0C1
DO 1 LV=1,LCV
Lvli=_LV-1
DO Z LuU=1lsLV
VX (LU =0
DO 32 I=1,4LCI

3 VXL =VX LU +A (T 9LVI*A(T oL U)

2 CONTINUE
IF(LV1eEQaD)G0 TO 4
DO 5 [1:=1,4LCI
DO 5 Lu=lylLVi
5 A(TsLV)I=A(TsLVI-VX(LU}*A(I,LU)

4 CONTINUE
TR=0
DO 6 I1=1,0LC1
TR=TR+A(TsLV)¥A(T 4LV}
IF(TR/VX(LV)=EPS) 848,22
8 TR=0
GO TO 23
22 CONTINUE
TR=14/SGRT(TR)
23 CONTIMUE
DO 7 I=1,LCI
7 A(IsLVI=A(I4LV)*TR
1 JONTINUC
RETURN
END

o~

SUBROUTINEG ICONTUIVECYEICsJTARSPLNSTsDISTOZNVY)
Crxwxxr CALCUL ET EDITICON DES CONTRIBUTICNS ABSCLUESSRELATIVESHDES
Cruxsex MASSLES RELATIVES DEZ MIDALITESSDES COURDONNLCES 5UR LES AXES,
Cromyxax DES DISTANCES AU \L”TQ: DE GRAVITE

CIMONZSION LCIGS(1) 9 lAR(CLI) $PLI(L1) $2ISTO(1)

DIMENSION vEZ NV eIV

DIMENSION COMTI(5) ¢CONTRI(S)

COMMCH/ZENSCR/NT 1T $NSORT

WEITZ_(NSORT y464)

WIITE(NSSR T 4465)

464 FORMAT(// 91X 4HNOMS 93X 96HMALSES 95 A95HDISTO 918X 91 1HCOORDONNEES 21X s

1Z2HZONTRIBUTICNS ABSCLULS91CX e 23HCONTRIBUTIONS RELATIVES )
465 FTORMATI(// 35X e?2 HFll1;X’2HF2910X92HF3913X’2HF197X’2HF207X’2WF3’

;: X DL e TX e 2T 297X e 2HF 3 /)

WX=3

462 I=1,N58
DO 460 MFAC=1 98X
CONTIUNFAC)=(VEC( T eNFAC ) EE2yEPLT)
CONTRIU(NFAC)I=CCHNTI(NLIFAC)I/Z(D ISTO(I)*PL\I))
CONTIHINFAC)Y=(CONTIINFAC) ZETLINFAC )1 %100
4670 CONTINUE
ITI=1

4662 WRITZ(NSORT4E3YJTARITITITI) sPL(TI) oDIGTOITI ) o VECII o) ok=193])0
l(Cule(ﬂ\)sN\‘l"X)s( CONTRI(NZ )Y oNZ=1sNX)
463 FORMATUI LA oA 93X 95 662392X95 10 et 9 A A93F 12 94n93FTely*X93F5e3)

RETURM
END
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SUBROUTINE GUSBI(YsVECsETGsGsNVARININD 9 NX s NV s NMOD s NTOU)
Crxxx® CALCUL DES COORDONNEES D&S INDIVIDUS SUR LES NX PREMIERS AXES
Cxxst® FACTORIFLS

DIMENSION Y(1)sG(NXsNIND)

DIMENSION VEC(NVsNV)sEIG(1)4NMODI(1)

COMMON/BBb /NB
CHxxxst | E TABLEAU EIG NE CONTI CINT QUE LES VALEURS PROPRES NON TRIVIALES
Cox%xx NIND EST LE NOMBRE U INDIVIDUSsNVAR Lt NOMBRE DE VARIABLES
Crxxxx  LES COORDONMEES CALCULEES ONT I1CI POUR VARIANCE 1

DO 1 J=1sNIND

READ(NB) (Y(K) sK=1,NTCU)

DO 1 NY=1sNX

NY1=NY

COEFF=140/(NVAR®EIG(NY1))

ADEB=0,0000C1

6G=0

DO 2 L=1,NVAR

N=Y (L) +ADER

GG=GG+VFEC (NUsNY 1)

2 ADEB=ADEB+NMOD (L)
1 GUNYsJ)=GG*COEFF
RETURN
FND

SUBROUTINE PLUSB(YsVECsGaNINDsNVARSNMOD 9 PL 4 NX s NSBeNV s NTOU)
C %% ICTsNVAR FST LF NOMBRE [OF VARIABLES SUPFPLEMENTAIRES
CHx*x#% NSB EST LE NOMBRE DL MODALITES SUPPLEMENTAIRES
CH#uxx  NTOU FST LE NOMBRE TOTAL DE VARIABLES
Coxex N4 EST LFE NOMBRE DE VARIAGLES DEJA ANALYSEES
Cx®%sex  LE TABLLAU G £5T ISSU DU SOUS PROGRAMME  GUSE
DIMENSTION Y (1) oG(HNXsNIND)
DIMENSION VEC(NV ¢NX)
DIMENSTION NMOD(1)sPLI(1)
COMMON/BBB/NB
N4=NTOlI-NVAR
PO 4 TI=1,NSB
PL(I)=0
DO & J=14NXx
4 VEC(I9J)=0
DO 2 J=1eNIND
ADEB=0.00000001
READ(NB) (Y(L) sL=14NTOU)
DO 1 L=14NVAF
NU=ADEB+Y (L+N4&)
PLINU)I=PLINUY+1
PO 5 NY=14eMNX
VFECINUGNY)=VFEC(NUgNY)I+G(NY o J)
CONT INUF
ADFB=ADEB+NMOD (L+N&)
CONTINUIE
DO B I=14NSB
DO 8 J=14NX
8 VEC({TeJY=VFC (T 4J)Y/PLI(I)
RETURN
END

N —
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SUBROUTINE PERMU(T1sT2sNB1sNB2sJC1lyIMAXsNTOUSNM1sNOUV)
Crx#t CE SOUS PROGRAMME TRANSFERT DE LA BANDE NB1 A LA BANDE NB2
CHxxs [JNE PERMUTATION DES VARIABLES SOUS CODAGE REDUITsCOMMANDEE PAR LE
Cxx#xx TABLEAU NOUVI(K)
Cx#xx [| CALCULE EGALEMENT LES NOUVEAUX IDENTIFICATEURS DES MODALITES
CHxxx3* A L ENTREE JC1 EST LE TABLEAU DES IDENTIFICATEURS DES MODALITES
DIMENSION JC1(1)
Crxxxx A L ENTREF4NM1(K) EST LE NOMBRE DE MODALITE DE L ANCIENNE VARGK
DIMENSION TI1(1)sT2(1)sNM1(1),NOUV(1)
DIMENSTION NM2(100),4JC2(300)
DIMENSTON NCUM(100)
C ATTENTION AUCUN REWIND DANS CE SOUS-PROGRAMME
C NOUVI(K)=L SIGNIFIE QUE LA VALEUR SITUEE EN L DANS T1 VA EN K DANS T2
CHx*x® S NB2 = O o LA COPIE DU FICHIER N A PAS LIEU
IF(NB2sEQeO) GO TO 1060
DO 1 I=1,IMAX
READ(NBLI)I(T1(J)eJ=1sNTOU)
DO 2 J=1sNTOU
L=Nouv ()
2 T2(J)=T1(L)
WRITE(NBZ2)(T2(J) su=1sNTOU)
1 CONTINUE
100 CONTINUE
Cxexxx LA RELATIVE COMPLEXITE DANS LA PERMUTATION DES IDENTIFICATEURS
CHsexxx £ST DUE AU NOMBRE QUELCONQUE DE MODALITES DES VARIABLES
LDEB=C
DO 3 J=1,NTOY
NCUM(J)=C
L=NOUV (J)
NM2(J)=NM1(L)
NCUM{J)=LDEB
3 LDEB=LDEE+NM1(J)
LDbEB=0
DO 4 J=1,NTOU
NMM=NM2 (J)
DO 5 K=1,4NMM
L=NOUV(J)
LL=NCUM({L)
5 JC2(LDEB+K)I=JC1 (LL+K)
4 LDEB=LDEB+NM2(J)
DO 6 I=1,LDLEB
6 JC1(I)=JC2(1)
DO 7 J=1sNTOU
7 NM1(J)=NM2(J)
Crx¥**A LA SORTIE oJC1 ET NM1 CORRESPONDENT AU NOUVEL ORDRE DES VARIABLES
RETURN
END
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SUBROUTINE IMPI(AsJCARSNSB4NV)
Cxx¥xx IMPRIME LE TABLEAU DE BURT A,AVLC NSB MODALITES,IDENTIFIEEES
Cx#txit PAR JCAReeNV MAJORE NSBHe
DIMENSION A(NVsNV) sJCAR(1)
COMMON/ENSOR/NINT 4NSORT
NS=30
DO 450 K=1¢NSBeNS
NL=K+NS—-1
IF(NSBeLTeNLINL=NSD
WRITE(NSORT»456) (JCAR(I) s I=KeNL)
456 FORMAT(1H /1H 4X93C(1XsA3))
DO 451 I=1,NSB
NF=NL
IFINF oGEeK)WRITE(NSORT 3455 )JCAR(I) s lA(TIsJ) s J=KsNF)
455 FORMAT(1H /1H A3,1H 30F4.,0)
451 CONTINUE
45C CONTINUE
RETURN
END
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SUBROUTINE PARTI(KsIMAXsIMAXsNMODSNITER s IDENT s T9L XsKLASsJCAR ICAR)
DIMENSION NCENT(50),,PJI(150)4PJU(150),POID(150)
DIMENSION TAB(150,16)
DIMENSION NMOD(1)sIDENT(1)sT(1)sLX{1)9sKLAS(])
DIMENSION JCAR(1)
DIMENSION ICAR(1)
COMMON/AGRA/TAB
COMMON/ENSOR/NINT 4y NSORT
COMMON/TOUTOU/NTOU
COMMON/BBB/NB s NBB
Crx¥xx K EST LE NOMBRE MAXIMUM DE CLASSES DEMANDEES
CHxxxx IMAX = NOMBRE D INDIVIDUS
Crxxsex JMAX = NOMBRE TOTAL DE MODALITES
CHxxx¥*  NMOD(K)=NOMBRE DE MODALITES DE LA VARIABLE K
Cexx#* NITER= NOMBRE MAXIMUM D ITERATION PREVU
Cxx¥xx IDENT=IDENTIFICATEURS DES INDIVIDUS
Cxxxxx JCAR=IDENTIFICATEURS DES MODALITES
CHaxxx JTCAR = IDENTIFICATEURS (CONVENTIONNELS) DES CLASSES
Cresx¥® S GERMES(CENTRES PROVISOIRES DE CLASSES) SONT DANS  TAB
CHxe¥ex A LA SORTIESTAB EST UN TABLEAU DE CONTINGENCE (KsJMAX)
DO 14 J=19JMAX
14 PJ(J)=0
EMAX =1IMAX
PI=1e/EMAX
Crx¥xx TIRAGE (EXHAUSTIF) DES PREMIERS CENTRES DE CLASSE
CALL TIRA(KsIMAX4NCENT,LX)
WRITE(NSORT$101) (NCENT (M) gM=1,K)
1C1 FORMAT(20H INDIVIDUS CHOISIS = 6110)
121 FORMAT(11F743)
NA=IMAX
L=1
SOM=0
REWIND NB
CHxxxx  PREMIER REMPLISSAGE DE TAB AVEC LES INDIVIDUS TIRES AU HASARD
DO 1 I=1,IMAX
READ(NB) (T (J)9J=14NTOU)
CHwxxxt CODAGE BIMAIRE DES MODALITES
CALL ETAL(TsNMODsPUII s JMAXSNTOU)
DO 10 J=1,sJMAX
PJCUY=PJ(UY+PJUI (J)
10 CONTINUE
SOM=TIMAX* JMAX
DO 2 M=1,K
IF(I-NCENT(M))24+3,2
2 CONTINUE
GO TO0 1
CONTINUE
DO &4 J=1,yJMAX
4 TAB(Jyt)=PJI(J)
WRITE(NSORT,103)1,L
WRITE(NSORTS102) (TAB(JsL)sJd=149IMAX)
103 FORMAT(5H 1I= [545H L= [2+s15H TAB(JsL) )
102 FORMAT(1Xs30F440)
POID(L)=PI
L=L+1
1 CONTINUE
CHx*x# BALAYAGES SUCCESSIFS DU TABLEAU
DO 12 NIT=1sNITER

)
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REWIND NB

CALL GROUP(PJTI»PIsPUsTABIKLASs IMAX s JMAXsPOIDsSOMsK s T s NMOD)
WRITE(NSORTS13)NIT

FORMAT(///10Xs20H ITERATION NUMERO 139777)
CALL JUMPR(KLASyIMAX4IDENT sK)
WRITE(NSORT.100) ( ICAR(KL) ¢KL=1,K)

FORMAT (/77 4Xs30(1XsA3))

DO 15 J=1,JMAX

WRITE(NSORT916)JCAR(J) o (TABIJslL ) sL=19K)

FORMAT(1H A3,430F440)

CONT INUE

RETURN

END
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SUBROUTINE GROUP(PUI sPI1 sPUsTABsKLASyIMAX 9 JMAX9sPOID»SOMeK s T9NMOD)
DIMENSION PJI (1) ePJU(1)4POID(1)9KLAS(1)4NMOD(1)
DIMENSION T(1)
DIMENSION PP(150)
DIMENSION TAB(150416)sTAB2(150416),POID2(150)
COMMON/ENSOR/NINT ¢ NSORT
COMMON/8BBB/NB 4NBB
COMMON/TOUTOU/NTOU
CH# 3t xx PROTECTION
DO 12 J=1ysJMAX
IF(PJU(JY)I1T7517912
17 WRITE(NSORT,19)J
19 FORMAT (//722H ATTENTION LA VARIABLE I5s15H A UN POIDS NUL /7))
GO TO 100
12 PP(J)=SQRT(SOM/PU(JI))
DO 10 L=1,K
DO 11 J=1sJMAX
TAB(JsL)I=(TAB(Js L) /POID(L) Y ®PP (J)
11 TAB2(J,L)=0
10 POID2(L)=0
API=14/P1
DO 1 I=1,1IMAX
CHxxx® | EFCTURES oPOUR L INDIVIDU 1 +DES VARIABLES (
READ(NB)(T(J) 9 J=1sNTOU)
Cxxx¥3 CODAGE BINAIRE DE CES VARIABLES
CALL ETAL(ToNMODsPUI s JMAXSNTOU)
DO 15 J=14sJUMAX
15 PUI(JY=PUI(J)*API*PP (J)
L=1
CHserex CALCULS DES DISTANCES ENTRE LES INDIVIDUS ET LES CENTRES
CALL DIST(TABIPJI s JMAX 3L oDISTA)
A=DISTA
MIN=1
DO 2 L=29K
CALL NDISTITABsPJI s JMAX 3L sDISTA
B=DISTA
IF(A=B)Y2+s2 ¢4
4 MIN=L
A=8
2 CONTINUE
KLAS(I)=MIN
Crxxxx AFFECTATION DE I AU CENTRE LE PLUS PROCHE
DO 5 J=1,JMAX
PUJI(J)=PJI(J)/(API*PP(J) )
5 TAB2(JeMINI=TABZ2(J4MIN)+PJII (J)
POID2(MIN)=POID2(MIN)+PI
1 CONTINUE
DO 13 L=1,K
DO 14 J=1e¢JIMAX
14 TAB(JISL)=TAB2(JsL)
13 POID(L)Y=POID2 (L)
102 RETURN
END
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SUBROUTINE DIST(TABSPJI s JMAXsL4DISTA)
DIMENSION TAB(150416),4,PJI(1)
C*xx¥x% CALCUL DEC LA DISTANCE ( DU KHI=-2) DE L INDIVIDU I AU GERME L

DISTA=0
DO 1 J=1sJMAX
A= PJI(J)Y-TAB(JsL)

1 DISTA=DISTA+A®A
RETURN

END
SUBROUTINE ETAL(Y sNMCDsX s JMAXsNTCU)
Cexxx CODAGE BINAIRE DU VECTEUR DE DESCRIPTION

DIMENSION Y(1)sNMODI(1)X(1)
DO 1 I=1,JMAX

1 X(I)=0
ADEB=0,000001
DO 2 J=1sNTOLI
L=ADEB+Y (J)
X(L)=1,

2 ADEB=ADEB+NMOD(J)
RETURN
END
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SUBROUTINE JMPR(KLASsIMAX s IDENT 4K)
Cra®%® EDITIONS NDES RESULTATSSIDENTIFICATIONS DES INDIVIDUS
CHwixx APPARTENANT AU DIFFERENTES CLASSES

DIMENSION KLAS(1)sNUM{1514),,IDENT(1)

COMMON/ENSOR/NINT ¢NSCRT

DO 1 L‘—'ng

L7=1

LA=1

NEFF=0

DO 2 1=1,IMAX

IF(KLAS(I)—=L)2s3s2

3 NUMILZ)Y=IDENTI(I)
LZ=LZ2+1
NEFF=NEFF+1
2 CONTINUE
WRITE(NSORT+4 )L e NEFF
4 FORMAT(/16H CLASSE NUMERO 9 13420H EFFECTIF = 21 4)
LZ=L7=-1
IF(LZ) 19166
6 CONTINUE
WRITE(NSORT$S)(NUMIIT) o II=LAsLZ)
5 FORMAT(20(2H ¥*414))
1 CONTINUE
RETURN
END
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SUBROUTINE TIRA(KsIMAX e NCENT LX)
DIMENSION LX(1)
DIMENSION NCENT(1)
COMMON/ENSOR/NINT g NSORT
CrHx#x* TIRAGE ALEATOIRE (SUR CDC 6600) DES K PREMIERS GERMES
DO 2 1=1,IMAX
2 LX(I)=1
DO 1 L=1,K
IML=IMAX-L+1
[=IML#*RANF (O40)+1
NCENT(L)=LX(TI)
DO 3 M=1,IML
LX{M)=LX(M+1)
3 CONTINUE
1 CONTINUE
WRITE(NSORTH10) (INCENT(L)yL=1,4K)
19 FORMAT(//7/7 1H 12110,47/)
RETURN
END
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VI - EXEMPLE D'APPLICATION

Vue d'ensemble des caractéristiques des familles constituant 1'é&chantillon
de 1'enquéte CNAF-CREDOC 1971.

Ce paragraphe résuméra les caractéristiques démographiques et socio—&co-—
nomiques de 1'ensemble des ménages en tenant compte des corrélations existant
entre elles. Nous nous limiterons aux variables que 1'on peut qualifier de
"variables les plus immédiates", c'est-a-dire aux variables ayant servi a la
construction méme de 1'échantillon, également 3 celles qui permettent de

mieux résumer la position et l'insertion sociale d'une famille.

Les dges, les professions du pére et de la mére, leurs salaires respectifs,
le nombre d'enfants et 1'dge de 1'ainé, la catégorie de commune de résidence,
1'appartenance 3 certaines associations seront donc simultanément prises en
compte pour tenter de dégager une espéce de 'trame'" de 1'échantillon, sur
laquelle pourront &tre tissés les différents thémes constituant le contenu
méme de 1l'enquéte : attitudes et comportements des ménages vis-a-vis de la

familles, des équipements sociaux, etc...

Nous tenterons de synthétiser de fagon parlante toutes ces informations
dans 1'étude qui va suivre, dont 1'essentiel sera résumé par le graphique

ci-aprés.

Disons que ce graphique a l'ambition, non pas de contenir autant d'infor-
mations que tous les tableaux croisés réalisables a partir des variables &tu-

diées, mais de faire ressortir les grandes lignes du réseau d'interrelations

existant entre ces varilables.

Nous verrons quels enseignements nous apporte cette représentation, qui
nous renverra alors, pour certains approfondissements ou précisions, vers
des tableaux qui n'auraient pas été consultés, ou qui n'auraient pas retenu

notre attention.
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Codage et traitement de 1'information

24 variables toutes qualitatives (1) ont fait l'objet du traitement

statistique. Ces variables présentant diverses modalités (nombre d'enfants :
5 modalités). En tout il y a 118 modalités possibles de réponse pour un

ménage.

Ainsi, chacun des 1545 ménages étudiés ici sera caractérisé par une suilte

de 118 "oui" ou '"non" selon qu'il satisfait ou non 3 telle ou telle modalité

de réponse. Il y a un seul "oui'" pour une variable (question) donnée ; par

exemple i1 y a 8 modalités de réponse pour la profession du pére, il y aura

obligatoirement un "oui" et sept 'mon" (on ne peut appartenir qu'a une seule

catégorie socio-professionnelle). Chaque modalité sera &€galement caractérisée
par une suite de 1545 "oui'" et 'non'", indiquant les diverses réponses des

ménages.

Pour le traitement numérique de 1'information, les '"oui" seront codés :

1 et les non : 0. On congoit, & partir de ce codage, qu'il soit possible de

définir des distances entre les diverses catégories de réponses : deux moda-

lités seront trés voisines si les ménages qui ont répondu '"oui" & 1'une ont

également répondu "oui'" d l'autre. Inversement, elles seront &loignées si

chaque ménage répond '"oui" 3 1'une et " " a

non'" a 1l'autre.

Ce sont ces distances que la représentation ci-dessous essaie de traduire
concrétement : cependant, ce graphique ne sera qu'une approximation, car les
distances statistiques n'ont pas les propriétés géométriques requises pour

donner lieu 3 une figure plane.

@) L'analyse porte sur 1'échantillon non redressé.

8 variables sont des variables de structure pour 1l'analyse, ce sont

l .

la profession du pére 1'3ge de 1'ainé

: 5
2 : 1'activité de la mére 6 : 1'dge de la mére
3 : la profession de la mére 7 : le salaire du pére
4 : le nombre d'enfants 8 : le salaire de la mére
16 servent 4 illustrer la typologie précédente :
1 : age du pére - 2 : catégorie de commune - 3 : différence d'dge homme-femme -
4 : perception du salaire unique - 5 : pratique religieuse - 6 a 16 : apparte-
nance a des associations : familiales, parents d'éléves, syndicales, bienfai-

sance, politiques, confessionnelles, étudiants, culturelles, jeunes, sportives,
usagers.
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Notons que certaines des variables analysées ont des modalités ordonnées

de fagon naturelle (par exemple, la variable "dge de la mére' comprend 8 moda-

lités ; si 1'on excepte la modalité '"mon-réponse, sans objet", il existe un

ordre naturel des différentes classes d'dge). Sur le graphique, ces modalités

ordonnées sont jointes par un trait continu, afin de permettre de suivre faci-

lement 1'@volution du phénoméne continu sous—jacent.

Interprétation_générale

Caractéristiques classiques

Cet éparpillement de variables, apparemment assez confus, s'ordonne
en réalité autour de deux grands thémes : 1'dge de la famille et son sta-

tut social.

Suivons en effet les diverses classes d'dge du pére, depuis le bas
gauche du graphique jusqu'au haut droit, suivant une diagonale assez rec-—
tiligne : le long de cet axe, on trouve également les classes d'3ge crois-
santes de la mére, moins dispersées toutefois que celles de leur mari ; on
trouve également le nombre d'enfants croissant progressivement, avec un
léger infléchissement sur la gauche, correspondant au fait que les familles
les plus nombreuses se trouvent surtout dans les milieux modestes ; on
trouve également, le long de ce mféme axe, les différentes classes d'dge
de 1'aIné des enfants, également rangées par ordre croissant dans la méme

direction.

Assez perpendiculairement 3 cette direction se trouvent les lignes
brisées joignant les différentes classes de salaire du pére et de celui
de la mére lorsqu'elle travaille. Ces deux lignes brisées sont reliées
a leurs extrémités, et tournent leur concavité vers le haut. Les extré-
mités correspondent aux statuts sociaux précisément les plus extrémes,
ce repliement vers le haut nous montre que ce sont les familles plutdt
dgées quli occupent les situations sociales les plus divergentes : aisance

ou dénuement.

Le long de ces lignes brisées, les catégories socio-professionnelles

du pére et de la mére viennent illustrer et confirmer ce trajet le long
{

de 1'échelle sociale : aux manoeuvres, gens de maison et ouvriers de di-

verses catégories A gauche s'opposent sur la droite les professions 1ibé-
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rales et les cadres supérieurs.

On peut noter le décalage extr@mement important existant entre les
classes de salaire des femmes et celles des hommes Situées A proximité
sur le graphique. On peut &galement noter un net écartement des courbes
pour les hauts salaires, la courbe des salaires des péres semblant atti-
rée vers le haut : la "balonnette" que 1'on observe sur la ligne brisée
""'salaire du pére' semble correspondre au phénoméne suivant : 537 des fem—
mes dont le mari a un salaire annuel compris entre 21000 et 24000 francs
exercent effectivement une profession, alors que ce pourcentage tombe &
337 pour les femmes dont le mari a un salaire annuel compris entre 24000
et 33000 francs (rappelons que nous étudions ici 1'échantillon non redres-
sé). Le point représentant cette classe de familles a donc tendance 3 se
rapprocher du point ''salaire unique", situé dans le quadrant haut et gau-

che du graphique.

Les positions des points représentant les diverses catégories de com-
munes nous montrent que Paris et la région parisienne sont plutdt situés
sur la droite du graphique, alors que la province, particuliérement les

petites villes, occupe une région du graphique moins favorisée.

Cette situation est 3 rapprocher du tableau suivant

SALATRE DU PERE SELON L'ORIGINE GEOGRAPHIQUE

Salaire du pére (annuel) Province Région parisienne
(pour 1000) (pour 1000)
Moins de 9600 Francs 63 36
De 9600 a 12000 Francs 133 36
De 12000 a 14400 Francs 165 114
De 14400 a 16800 Francs 151 91
De 16800 a 19200 Francs 99 94
De 19200 3 21600 Francs 64 96
De 21600 a 24000 Francs 43 68
De 24000 a 30000 Francs 62 104
De 30000 a 36000 Francs 41 68
Plus de 36000 Francs 69 190

Les bas salaires sont donc beaucoup plus fréquents en province, alors

que les hauts salaires du pére se trouvent surtout dans la région pari-

sienne.
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Participation et adhésion i des associations

L'ensemble des points représentant 1'adhésion & des associations a
€té entouré d'une ligne continue afin de faire ressortir leur relative

concentration.

I1 s'en faut beaucoup que la répartition soit uniforme sur 1'ensemble
de 1'échantillon. La lecture de ce graphique nous montre que les adhérents
de ces associations pourtant trés diverses sont surtout des familles d'un
statut social plutdt élevé. Cependant, & l'exception des associations de
parents d'éléves et des associations syndicales, elles ne mettent en jeu
que des effectifs trop faibles d'adhérents pour que 1l'on puisse donner

des estimations fiables et procéder 3 une analyse fine.

On peut cependant, en regroupant les salaires du pére en deux classes,

arriver @ mettre en évidence directement ce phénoméne.

APPARTENANCE A DES ASSOCIATIONS SELON LE SALAIRE DU PERE

Salaire annuel du Salaire annuel du
pére < 30000 F. pére > 30000 F.
Effectifs totaux 1 156 227

Adhérents a :
Association Familiale 63 57 23 107
Association parents d'éléves 372 327 128 567
Association syndicale 330 287% 51 227
Association bienfaisance 37 3% 25 117
Association politique 43 47 13 67
Association confessionnelle 59 57 36 167

Si 1'on excepte les associations syndicales, on voit que le pourcentage
d'adhérents est toujours plus élevé pour les classes de revenus supérieurs.
I1 est méme trois plus fort pour les associations de bienfaisance et les

assocliations confessionnelles.
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Signalons la position du point "salaire unique" qui devrait occuper

une position plus centrale dans le nuage de points, vu 1'équilibre des mé-—

nages vis-a-vis de ce critére. En fait on a vu que le taux d'activité des

méres de famille est plus élevé aux statuts socio-professionnels supé-

rieurs. Les femmes les plus qualifiées ont a la fois plus d'avantages i

exercer leur activité et peuvent plus facilement
garde des enfants, gr3ce 3 leur rémunération. En
la perception du salaire unique et 1l'activité de

tante chez les méres les moins qualifiées. C'est

subvenir aux frais de
outre la distorsion entre
la mére est  plus impor-

surtout le cas chez les

méres dont le salaire mensuel est inférieur & 300 francs. Il s'agit sans

doute d'activités d'appoint trés aléatoires.



( CHAPITRE III)
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DESCRIPTION STATISTIQUE DE CERTAINES RELATIONS BINAIRES

(Analyse des correspondances locales)

GENERALITES

La méthode d'analyse des correspondances, considérée comme un algorithme
de réduction de données, permet d'obtenir des représentations visuelles & partir
de tableaux de valeurs numériques positives et nous fournit des régles d'inter-
prétation permettant d'inférer la structure ou certains traits pertinents des don-
nées de base & partir de ces représentations.

De fagon un peu simplificatrice, disons que la technique opére comme un
appareil radiographique (l'opacité des tissus, obstacle a la vision directe du
squelette et des organes étant alors 1'analogue du caractére multidimensionnel
des données, obstacle a leur assimilation).

L'utilisation d'un tel appareil nécessite une certaine formation techni-
que de 1'utilisateur, éventuellement une certaine préparation des matériaux a
radiographier, enfin, une interprétation des clichés obtenus liée au principe
méme de fonctionnement de 1'appareil, et &galement & 1'entrainement et & 1'expé-
rience du radiologue. Il ne suffit pas de savoir comment 1'opacité aux rayons X
dépend de la densité, du volume, de la composition chimique des organes pour
pouvoir identifier ou méme simplement voir une t3che pulmonaire.

L'analyse des correspondances exige également une expérience clinique de
l'utilisateur. Celui-ci doit notamment savoir ce qu'il faut attendre de la méthode
lorsque le tableau d'entrée a une structure relativement fruste, lorsque certaines
situations typiques se présentent.

En ce sens, 1'étude de relations binaires particulidres permet de
procéder & un étalonnage de la méthode de lecture des résultats des analyses.

Nous verrons ainsi dans une premiére partie quelles représentations sont
obtenues lorsque le tableau analysé est la matrice associée a certains graphes par-
ticuliers. Malgré leur caractére artificiel, nous verrons que ces procédures
d'étalonnage nous permettront de faire quelques remarques utiles. Elles permet-
tront de préciser certaines des notions introduites dans la seconde partie ol
nous nous préoccupons de relations binaires existant "a priori" entre des obser-
vations statistiques.

Dans cette seconde partie, on généralisera également certains traitements
qui évaluent la compatibilité existant entre une partition "a priori'" d'un ensem—
ble I et une correspondance sur I x J, J désignant un ensemble de descripteurs.

Le cas d'une relation binaire symétrique non transitive entre éléments de I sera
étudié.

La premiére partie fait largement appel & des résultats contenus dans
la note de J.-P. BENZECRI citée en référence (1).
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I - DESCRIPTION DE CERTAINS GRAPHES A PARTIR DE LEURS MATRICES CARACTERISTIQUES

[-1. Rappels et_notations.

Nous commencerons par rappeler quelques définitions en précisant
nos notations.

- Un graphe G = (X,U) est défini par la donnée d'un ensemble X, dont
les €léments s'appellent les sommets, X = (x,, x x ) et d'une
famille U d'éléments du prodult cartésien XxX ; U = (u

Les élements de U sont les arcs de G.

Nous nous intéresserons surtout aux graphes symétriques ou non-
orientés.

Pour ces graphes, si u = (x,y)&€U, alors (y,x)&U.

L'ensemble 3 deux éléments (x,y) (qui n'est pas un sous ensemble
de X, puisque x peut €tre égal & y) sera noté e., et constituera

la i-éme aréte du graphe G = (X,E), avec E = (e], P EERERE em).

Dans le cas oili deux sommets quelconques de G ne sont reliés que
par au plus une aréte, la famille E est une partie symétrique de XxX.

On appelle matrice associée au graphe G non-orienté la matrice carrée

M d'ordre (n,n), de terme général mij’ avec mij =k si les sommets

1

m.. = O sinon.
1]

X. et xj sont reliés par k arétes (ou k-adjacents, ou k-contigus)

On appelle matrice d'incidence du graphe G la matrice T d'ordre (n,m)

de terme général t.
g lk’

K’ tik = O sinon.

avec t., = 1 si le sommet x; est adjacent i

1'aréte e

Enfin on appelle degré d(xi) d'un sommet X, de G le nombre d'arétes

ayant au moins une extrémité en X, .
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On désignera par N 1la matrice diagonale d'ordre (n,n) dont le i-&me

élément diagonal vaut d(xi). N est la matrice des degrés. Le graphe
est dit "homogéne de degré r'". Si d(xi) = r pour tout i, on a alors

N = rIn. (In étant la matrice unité d'ordre n).

Les graphes que nous rencontrerons dans les applications seront des
graphes simples, c'est-3a-dire des graphes non-orientés, sans boucles

(arétes du type (x,x%)), avec, pour tout couple de sommets (xi, xj),

.. I.
mlJ <
(Exemple : graphe des communes de la région parisienne, ol deux sommets

sont reliés par une ar@te si les communes correspondantes sont contigués).

Nous serons cependant conduits 3 étudier des graphes plus généraux

construits 3 partir de ceux-ci.

I-2. Proprigtés_des_matrices M,T,N,_ relatives_a_un graphe_sans boucle G=(X,E).

En effet, il résulte de la définition de la matrice d'incidence
que, en désignant par T 1la transposée de T : TT = N+M, ce qui

établit la premié@re partie de 1'assertion.

La seconde partie découle du fait que la forme quadratique

i(N-M)X est une variance (cf. §I-3).

b) Si ¢y est un facteur de norme ] issu de 1'analyse des correspondances
du tableau M, relatif & la valeur propre X(q) + 0, et si €(y) vaut
+1 ou -1 selon la parité de ¢, alors | est également facteur de

norme 1 issu de l'analyse des correspondances de T, relativement i
1 + Q)Y ALY
2

la valeur propre

En effet, 1'analyse de M nous conduit a la relation de transition

N My = E VA .

Celle de T nous conduit & 1'équation

lzN—]ﬁ y=MVY avec TT = N+M
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On en déduit

N—]MY = 2u -y

1+ 200V A )
2

d'ol ¢ =

Si le graphe G est bichromatique (ou encore biparti), chaque valeur
propre A(Q) issue de l'analyse de M correspond 3 au moins un

facteur direct et un facteur inverse.

On peut en effet grouper les sommets de méme couleur de fagon 3
diviser M en quatre blocs, les deux blocs diagonaux étant formés
uniquement de O. Il est clair, sous cette forme, que N—IM admet des
valeurs propres deux & deux opposées. On passe d'un facteur direct ¥
au facteur inverse correspondant 3 la méme valeur propre en changeant

les signes des composantes P de @ pour une seule couleur.

Remarque : La matrice d'incidence d'un tel graphe G n'est autre que

le tableau des réponses 3 un questionnaire formé de deux questions
mises sous forme disjonctive compléte. Le tableau N+M est le tableau
de contingence de BURT correspondant. L'analyse se réduit de toute
fagon a la diagonalisation d'une matrice d'ordre au plus égal au plus

petit nombre de sommets de la méme couleur.

Rappelons qu'un graphe est bichromatique si et seulement si il

n'admet pas de cycle de longueur impaire.

Ainsi les arbres, les réseaux a mailles carrées ou hexagonales,
etc...doivent €tre décrits par l'analyse des tableaux T ou N+M ou
par diagonalisation directe de N—IM. En effet, l1'analyse de M nous
donnerait, pour chaque k(?), une base d'un sous espace propre engendré
par deux facteurs dont 1'un seulement est direct : les vecteurs pro-

pres extraits de cette fagon risquent de n'avoir pas grand sens.

{Pour un questionnaire comprenant p questions mises sous forme
disjonctive compléte , le tableau des réponses peut &tre considéré
comme la matrice d'incidence d'un hypergraphe uniforme de rang p,

admettant p pour nombre chromatique fort.

Une aréte d'un hypergraphe H(X,E) est une partie non vide de X,

dont le cardinal peut &tre supérieur 3 2. L'hypergraphe est dit uni-

forme de rang p si toutesles ar@tes ont pour cardinal p.
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(81 p=2, on retrouve la notion du graphe simple). Enfin, le nombre
chromatique fort est une des généralisations du nombre chromatique
des graphes qui implique que toutes les couleurs des sommets d'une

méme aréte soient différentes].

Variance locale d'une fonction sur X. Optimalité des facteurs ¢

Soit G = (X,E) un graphe non-orienté sans boucle & n sommets, dont

les matrices caracteristiques sont encore notées M,T,N.

Soit Y une application de X dans R, et y le point de Rn, dont les

composantes sont les images par Y des sommets de X.

Nous désignerons par m la somme des &léments de M (ou la trace de N):
le nombre m vaut deux fois le nombre d'aré@tes cardinal E) de G. C'est le

nombre d'arcs de G considéré comme un graphe symétrique.

On appelle variance locale de y 1la quantité

VE(Y) - 1 Z (yi - y.)2
‘ (i,j) €E J

11 s'agit donc du demi écart quadratique moyen calculé sur les m accrois-
sements (chaque aréte intervenant deux fois dans la sommation) correspon-

dant & des sommets adjacents sur le graphe.

La variance empirique des composantes de y vyaut, si y désigne la

moyenne arithmétique des v

-2 2

. _
— _] - = —l -
v () = = i%(yi ¥) 5m (n=1) 123 (y; =¥y

=]

- GEARY a défini (réf. 5,6) le coefficient de contiguité de la fonction
y comme le quotient C(y) = ve(y) / vt(y)
Ce quotient est voisin de 1 si les valeurs des y; ne dépendent
pas de G. Il est inférieur a3 1 s'il existe une certaine continuité de
leur répartition sur G. Pour le calcul des caractéristiques de la loi
de C(y) dans 1'hypothése d'indépendance vis—a-vis du graphe) en fonction

de sa matrice associée M, on pourra consulter la référence 6.
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En notation matricielle, on a

‘Y (N-M)y

31—

vg(y) =

Si U désigne la matrice d'ordre (n,n) associée 3 la n-clique

(uij = | pour tout 1 et j & n)

i ~
Ve = y(nI-U)y
n(n-1)
- Nous modifierons légérement la définition de vt(y), en affectant a
chaque valeur y; unm poids P; proportionnel au degré n. du som—

met i : p., =n./m
i i

Dans ces conditions : y = -Z:niyi et vt(y) =1
m m

n
=2
2 0.y,

i=]

Les deux définitions coincident si le graphe est homogéne.

Le coefficient de contigulté étant une quantité homogéne de degreé
O en y, et invariant par translation parallélement & la droite des fonc-
tions constantes (premidre bissectrice)

yeR", a+ 0, aet beR=>C(ay + b) = C(y),

on pourra se limiter & 1'étude des fonctions y* de moyennes nulles et
de variance 1.
Propriété 1 : la fonction y* dont le coefficient de contiguité est

minimal est le facteur direct ¢ de 1l'analyse des cor—
respondances du tableau M correspondant a la plus grande

valeur propre A(y), si celle-ci est unique.

On a alors : C(y*) =1 - V[;z;)

Si la plus grande valeur propre A correspondant
3 un facteur direct n'est pas unique, toute fonction du
sous—espace propre correspondant est une fonction dont

la contiguité est minimale.

Plus généralement, le sous—espace a ¥ dimensions
tel que toute fonction y%*€R soit de contiguité minimale

est constitué par les r facteurs directs issus de 1'ana-
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lyse de M correspondant aux r plus grandes valeurs

propres assocliées a des facteurs directs.

On a en effet :

Fx (N-M)y™

C(y*) =
¥* Nyx

Chercher le minimum de C revient & chercher la plus

petite valeur de ¥ pour laquelle (N-M)y® = » Ny*
ou encore : N_]My"r = (1-V)y™*

Chercher le minimum de ¥ revient & chercher le maximum

de 1- v, qui vaut &(@IVA(P)
On a dans tous les cas : C(p) = 1 - E,(\f)\/.\ (\f) g € ¢
Ce qui nous donne une caractérisation des facteurs directs

et inverses‘

Propriété 2 : Un facteur est direct (resp : inverse) si sa variance

locale est inférieure (resp : supérieure) a sa variance

totale.

La propriété 1 de contiguité minimale des premiers facteurs nous
garantit une reconstitution géométrique satisfaisante des graphes qui
correspondent a4 des structures géométriques simples, dont nous verrons

quelques exemples plus loin.

De plus,dans la généralisation de l'analyse discriminante proposée
dans la seconde partie, ces facteurs feront figure de cas-limite. De
la méme fagon, une variable indicatrice d'une partition (facteur ) ¢
relatif 3 la valeur propre | de la matrice associée au graphe décrivant
la partition par des cliques disjointes, avec C(p) = 0) est la meil-

leure fonction discriminante possible.

La distinction entre facteurs directs et inyerses peut paraltre

artificielle (cf. réf. 3) puisque, comme nous 1l'avons vu, l'analyse de
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N+M redonne les mémes facteurs que celle de M, tous directs, classés
selon la croissance de leur coefficient de contiguité. Cependant, le
fait d'ajouter des boucles en chaque sommet "étouffe'" la structure géo-—
métrique du graphe. Rappelons que M’ est la matrice associée au mul-
tigraphe ek ayant autant d'ar&tes joignant X, a xj qu'il y a de
chemins de longueur r dans G joignant s a xj.
L'existence de facteurs inverses correspondant a des valeurs pro-
pres élevées est une conséquence des conflits pouvant exister entre les
distances 1 et 2 dans le graphe G, c'est-a-dire entre (i et j sont

adjacents) et (i et j ont les mémes adjacents).

Ce conflit entre M et M2 est exhibé par le produit terme 3 terme
de ces deux matrices, qui n'est autre que trM3, c'est-a-dire trois
fois le nombre de triangles de G. D'ailleurs (trM3)2 / (ter)3 carac-—
térise l'assymétrie (coefficient de K. PEARSON) de la répartition des

valeurs propres de M autour de l'origine.

1)

.

Description de graphes particuliers (cf. réf

Nous nous limiterons & trois types de graphes homogénes (de degré

constant) :

- chaine ayant des boucles aux extrémités, 3 n sommets
- cycle de longueur n.

- réseau a mallles carrées, qui peut étre défini comme la somme carté-

sienne de deux chalnes a n] et n2 sommets.
I=4.1 - Description d'une chaine homogene
CoO—mO0——O ===~~~ o——0)
! 2 3 n-—1 n

La relation N_]MW = E(f)v A(f)ﬁ‘ demande la résolution de

1'équation aux différences finies

1 )
; (rey +9349) = £) VA (P f;
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dont 1'@quation caractéristique est, en posant E(T) VA(?) = N

Hz—z r\"u+1=0

Comme A' £1, cette &quation n'a que des racines complexes, de

module 1.

Une base des solutions est donc fournie par les fonctions

du type : ocos jw + [Bbsin jw, avec A' = cosw .
Les conditions aux limites nous donnent

2p 1r cos pwr -sin pTY
Cq)= a,=——_. &: ——
2n+1 2n+1 2n+1]

Ainsi pour toutes les valeurs de P £ n, la suite de fonction

sur X :

p
¥ (j) = cos

est une suite de facteurs relatifs respectivement aux valeurs

N = st ()

2n+1

propres

Le premier facteur restitue l'ordre des sommets sur le graphe, ce
qul était prévisible & partir des résultats précédents puisque
toute interversion accroltrait la variance locale sans changer

la variance totale. Les facteurs suivants sont des fonctions

polynomiales du premier.
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Seules, les conditions aux limites changent par rapport aux

calculs précédents

b 2ipty . 2jpr
les fonctions ¥ (j) = cos et W (j) = sin
n n
2p iy

sont des facteurs relatifs a4 la valeur propre cos
n

Dans le plan des deux premiers facteurs, on obtient 1'équa-

tion paramétrique d'un cercle.

a) Somme cartésienne de deux graphes

Soit G = (X,E) et H = (Y,F) deux graphes non-orientés
ayant respectivement n, et n, sommets de matrices associées
notées également G et H.

On suppose que g ! et hk1'< 1

ij & =
(G et H ne sont pas des graphes simples, car chaque sommet

peut avoir une boucle).

On appelle somme cartésienne le graphe G + H dont 1l'ensemble
des sommets est le produit cartésien des ensembles X et Y, et
ol deux sommets (x,y) et (x',y')e XxY sont adjacents si et
seulement si 1'une ou 1l'autre des deux conditions suivantes

est réalisée.
(1) x = x' et (y,y'\efF

(2) y=y' et fx,x"éLE

/

De plus, si ces deux conditions sont réalisées simultanément
(cas ol les sommets x et y ont chacun une boucle) alors

le sommet (x,y) de G+H a deux boucles.

Notons AQE;B le produit tensoriel des matrices A et B

(aQ%?b)l,k;J,l = aijbkl

et désignons par S la matrice associée au graphe G + H:
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On a immédiatement : S = Incép H + G QQ-InH

. . : 1
s(i,k;3,1) = gi_. hkl + g. . .%lc

Supposons les graphes G et H homogeénes de degré re et Ty

Si ¢ est un facteur issu de l'analyse de G, relatif & la
valeur propre -X(T), \f un facteur 1ssu de l'analyse de H,
relatif a4 la valeur propre e.(*)

|

On a : — G T

qE

£(9) Vo) - ¢

et — HW

-
£ -
| \

Soit e une fonction sur XxY telle que : 9. =Cfi7/k

1
9 vérifie l'équation : — sB=«0
r+g
= =
03 M f’ ))
SR NCOTRCINEE %)\M
avec !X = oo

+
e " Tn

e B e 3 2 s(i,k;j,l)Qjl =«fil} hkl\T/l “sz.‘ gijTj
j

jl

— /'_"
or ZI i R EPVEY) k‘yk

et Z:J gi.q. = rG'}.(f)JFi(%)(fi
i JiJ \ ‘
On a donc
- —
> = |
zg..lds(l,k;J,l) eil = Hik_ (rGE(?)\/X(Tﬂ) + rH‘c(kT')\)f((T))

Ainsi, les facteurs et les valeurs propres de 1'analvse des
correspondances d'une somme cartésienne de deux graphes S = G + H
se déduisent aisément des facteurs et des valeurs propres des
analyses des correspondances de G et de H lorsque les graphes

G et H sont homogeénes.
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b) Analyse d'un réseau rectangulaire 3 mailles carrées homogéne

Un tel réseau (dont les sommets figurant sur les cdtés et
les coins sont munis de boucles de fagon & assurer un degré
constant) peut &tre constdéré comme une somme cartésienne de
graphes S = G + H ou G et H sont des chaines homogénes (@ayant
respectivement n, et n, sommets telles que celles qui ont &té

1 2
étudiées en 1.

l.e paragraphe précédent nous montre que :

(p,q) (2i+1)prr (2k+1)qir
@ = cOSs _— COSs ——— e
ik 2n +1 2n, +1

1 2

est un facteur de l'analyse de S, relatif 3 la valeur propre

1 Zpm 2qwr 1 2
cos

Np,g) = -— + COS ~—
2n +1 2n2+]

“ ]

Remarques générales

Les descriptions précédentes, jointes 4 des résultats empiriques
(concernant par exemple la description du graphe des départements fran-—
gais, ol les positions respectives des départements sont correctement
restituées dans le plan des deux premiers facteurs) nous prouvent que
lorsque la structure de graphe est compatible avec une représentation
euclidienne de l'ensemble des sommets (i.e. si 1'adjacence représente
bien un certain type de voisinage définissable a partir d'une métrique
euclidienne), les premiers facteurs directs de 1'analyse des correspon-
dances de la matrice associée au graphe restituent convenablement cette

représentation.

Des voies de recherche restent ouvertes pour préciser des mots tels

que '"voisinage'" et '"convenablement'...

En fait, il s'agit seulement de restituer des positions relatives plus
que des distances. Cependant, 1'économie du codage reste considérable
ainsi, dans le cas des départements francais, la comparaison avec 1'ana-
lyse de proximité est intéressante. A la donnée d'une ordonnance, c'est-

a-dire d'une suite de (90 x 89/2) = 4005 couples de sommets ordonnés
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suivant leurs distances croissantes, on substitue un ensemble de 422
couples non ordonnés (1'homogénéité du '"semis' des départements nous
conduit 3 penser que ces 422 couples font partie des 500 premiers éle-

ments de 1'ordonnance) qui sont les ar@tes de notre graphe.

On peut noter le fait que les valeurs propres ont une décroissance
relativement lente (cf. par exemple, dans le cas du cycle, la décrois-
sance de c052(2pTT/n), pour des valeurs &levées de n, alors que les
deux premiers facteurs restituent de fagon satisfaisante la configura-

tion initiale).

On aurait pu s'attendre a voir les deux premiéres valeurs propres
prédominer, puisque 1'essentiel de la structure est décrit par une figure

plane.

En fait, avec ce type de codage, 1'inertie extraite par un facteur,
dont on sait qu'elle donne en général une idée pessimiste de 1'informa-
tion résumée par ce facteur, est pratiquement sans rapport avec son pou~

volr explicatif.

Désignons par M la matrice associée au graphe G du cycle dont chaque

. + . o
sommet est muni d'une boucle - Pour L€ la matrice M~ , table de con-
. ~ . oy - &« - .
tingence symétrique dont 1'élément mgj) représente le nombre de chemins

de longueur o« joignant le sommet i au sommet j dans G, décrit de
fagon beaucoup plus globale le graphe initial - Les deux premiers fac-
teurs issus de l'analyse de MY sont évidemment les mémes que ceux de M
mais le taux d'explication des deux premiéres valeurs propres peut &tre

rendu voisin de | lorsque o« est grand.

Un élément d'appréciation intéressant est également fourni par l'exa-
men de la fagon dont la suite des vecteurs propres dépend des premiers.
Nous avons vu que dans le cas d'une chaine, ou d'un cycle, ils sont des
fonctions polynomiales des premiers. Ce type de variation est généralement
observé lors de la description de graphes empiriques. Dans le cas ou le
nombre de sommets du graphe augmente indéfiniment, il a été mis en évidence
(cf. réf. 1) que 1l'analyse du graphe rejoint la recherche des fonctions
propres de 1'opérateur de LAPLACE. Les formes analytiques de ces fonctions
relativement A certains domaines géométriques simples sont répertoriées,
ainsi que les valeurs propres correspondantes, et la concordance avec les
résultats d'analyses empiriques s'avére satisfaisante. Dans le cas de

structures représentables dans un espace a p dimensions, on désigne
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par "effet GUTMANN a2 p dimensions" la dépendance analytique des facteurs

d'ordre supérieur & p vis a vis des premiers facteurs.

IT - RELATIONS BINAIRES "A PRIORI" SUR UN ENSEMBLE D'OBSERVATIONS STATISTIQUES

I1 est fréquent que des observations multidimensionnelles se répartis-—
sent en classes disjointes, cette partition étant connue de fagon purement
exogene. En analyse des données, on travaille généralement sur un corpus de
mesures (dont on sait qu'il doit &tre homogéne et dans la mesure du possible
exhaustif vis-a-vis du phénoméne étudié) et 1'on illustre les représentations
obtenues en tragant les centres de gravités des mesures appartenant a une
méme classe. Ainsi, on étudie par exemple une typologie des ménages & partir
de leurs profils de consommation, et l'on fait apparaltre la partition de ces
ménages en catégories socio-professionnelles en projetant par exemple dans
le plan des premiers facteurs d'une analyse les centres de gravité et les
caractéristiques de dispersion de chacune des classes. Dans un second temps,

on peut chercher 3 reconstituer au mieux les classes a partir des profils,

c'est—-a-dire procéder a une analyse discriminante.

I1 arrive cependant que l'on ne puisse répartir les observations en
classes disjointes, autrement dit que notre connaissance exagéne du phénoméne
se traduise par une relation binaire qui ne soit pas forcément transitive.
Ainsi, une enquéte de consommation est faite sur un échantillon de ménages
répartis dans 80 agglomérations, il est assez arbitraire de regrouper ces
agglomérations par régions en vue de faire apparalitre un éventuel effet géo-
graphique ; on est en effet conduit 3 ne prendre qu'un trés petit nombre de
régions (pour ne pas avoir de sous-échantillons trop restreints). Il est alors
fréquent que deux agglomérations appartenant & des régions différentes soient
plus proches géographiquement que deux agglomérations appartenant & une méme
région. Il paralt plus pertinent de retenir une relation de voisinage entre
certaines agglomérations, qui peut d'ailleurs tenir compte du relief, des

communications, etc...



146

I1 en est de méme lors du traitement des données se rapportant a des
communes, des cantons ou des départements, pour lesquelles les analyses de
données fournissent un bilan global. Si 1'on n'utilise pas 1'information
que constituent les positions respectives des zones de prélévements statis-—
tiques les unes par rapport aux autres, on ne mettra pas en évidence les
distorsions ou &ventuellement les conflits existant entre les liaisons au

niveau local et les liaisons globales.

L'analyse discriminante se généralise aisément au cas des relations
binaires symétriques quelconques. Nous étudierons ensuite le cas d'une cor-
respondance entre deux ensembles dont 1'un est muni a priori d'une structure

de graphe symétrique.

II-1. Variables aléatoires_syr_les_sommets_d'!up graphe_symétrigue

Le modéle statistique le plus simple susceptible de générer des
observations dépendant de la structure de graphe stipule 1'existence
d'un coefficient d'autocorrélation entre deux observations adjacen-—
tes, les observations non adjacentes étant non corrélées. Explicitons

ce modéle.

Si G = (X,E) désigne un graphe simple 3 n sommets de matrice
associée M, un vecteur aléatoire Y, @ont les mn composantes corres-—
pondant chacune 3 un sommet de G ont une espérance mathématique commune
¢ ) sera défini comme 'dépendant du graphe G'" si sa matrice des co-

variances théoriques s'écrit

Ve=ag? (1+ CM)

Si le graphe G est homogéne de degré r, la condition pour que V

¢

propres de M sont inférieures 3 r en valeur absolue.

soit définie non négative est que .

£ - puisque les valeurs
r

Bien entendu, cette condition peut €tre améliorée pour certains

types de graphes.

Il est fréquent que des dépendances de ce type soient suggérées
par le champ des observations : c'est le cas des observations chrono-
logiques (G est une chafne), des observations correspondant a diverses
classes (G est formé de cliques disjointes), des observations géogra—

phiques (G est planaire).
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I1 est alors clair que l'effectif n des observations n'est pas com-
parable a la taille d'un échantillon formé d'observations indépendantes.
Nous définirons une ''pseudo-taille'" de 1'ensemble des observations dépen-—
dant du graphe G comme la taille de 1'échantillon d'observations indépen-
dantes qui donnerait la méme information sur la moyenne théorique ﬁ, com—

mune 3 toutes les observations.

Désignons par Y le vecteur aléatoire se réalisant sur le graphe
G = (X,U) ; nous supposerons que Y est un vecteur normal de matrice des
covariances V = 0‘2(1 + e M) avec E(yi) =tb pour tout i¢n. E dési-
gne l'espérance mathématique, et [V| 1le déterminant de V. La densité de

probabilité du vecteur Y s'écrit alors, dans le cas oi V est réguliére

|
1, -1
P(Y) = - exp. 4 - s(Y-p) V (Y- )}
(2m)z !V}% { ‘ .

On a :%i,= Log P(Y) = - %Log 27 + % Log [v_ll - % tr [V_I(X—e-)(i:?-)J

~

La quantité d'information de FISHER relative 4 la moyenne (o s'écrit
\

I =IZ< J%Zf = trV_lU (oG U désigne la matrice
'@
associée 3 la n-clique : uij = 1 pour tout 1 et pour tout j)

En exprimant V & partir de la matrice associée au graphe

- 4 -l 1 _ 7n B Bl
I 5t tz+ ™ v = p Er(I=p M+ M - EM +...0)U

o

k G Z . . 3
Or trM U n'est autre que la somme des éléments de Mk, matrice assoclée
au multigraphe des distances k, c'est donc deux folis le nombre total Ck

de chemins de longueur k du graphe G.

1 2 3

Donc : I = —_ (n - 2C + 2C,p = 2C,p + e )
-2 1 f 2 3)
Pour r= O, on retrouve la quantité connue Iu_= E—Z.
‘ o

On vérifie que si f est négatif, la quantité d'information sur la

moyenne (les autres paramétres €tant supposés connus) est plus élevée que

si les observations sont indépendantes. Elle est évidemment plus faible
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si f > 0. Nous appellerons "pseudo-taille'" de 1'échantillon 1'effectif
fictif np de réalisation indépendante donnant la méme quantité d'infor-

mation sur la moyenne.

n = tr(Il + m 'y = n-2>c¢C s
p K kf

Vérifions la cohérence de cette définition pour différents types de gra-

phes simples

1) Graphes formés de doublets disjoints

. 3 . = 1
Le nombre de chemins distincts de longueur k est égal a 5

quel que soit k

d'ot : np = n(] —1f+‘f2 ..... ) =

Si 5 tend vers 1, alors np — g

Du point de vue de 1'information sur la moyenne, i1l y a alors

deux fois molns d'observations.

2) Graphe complet sans boucle

k
. -1
Le nombre de chemins de longueur k est : Eiz——z
2
d'od np = n(l - (n—l)f + (n—])25>27 ..... )
n
np = ——
l+(r1—l)jJ
. ~1
On peut dans ce cas calculer directement (I +T U) (uij = 1 pour tout

iet j).

Si Y.¢ 1, le nombre fictif d'observations tend aussli vers 1.

Remarquons que la matrice (1 +f U) a pour plus grande valeur
propre l+(h—l)f , toutes les autres étant égales a | — ¢ ; cette ma-
trice est défiﬁie positive quel que soit p tel que : -~ ;%T<€< 1. I1
est donc loisible de supposer que f peut &tre aussi voisin de | que

1'on veut.
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3) Graphe formé de q composantes connexes complétes sans boucle (la

i-&me composante ayant n, sommets).

7 = Y. 1 .
On a immédiatement, V s'inversant par blocs ;

n.
1

q
o= B

p ol -
1=] 1+(ni l)f

(np—, q quand )o_,l)

Cette formule contient les deux précédentes.

II-2. Etude de 1'inertie locale

I1-2.1 - Définitions :

Nous étudierons le cas d'un vecteur de description 3
p composantes caractérisant chacun des n sommets d'un
graphe G = (X,E), de matrice associée M et de matrice des

degrés N.

Y désignera maintenant une application de X dans Rp,
+ ] . .
pPE N . yi est la valeur du descripteur j (ou de la va-

riable j) pour le sommet 1.

L'homologue de la variance locale definie précédemment

est la matrice des covariances locales V,, de terme général,

4

pour deux descripteurs j et j'

[

.. ] :;“‘ j i i i
V£<J,J'>=~—- f— y--Yi' v 'yJ'>

2m  (i,i')eE L 1

(m désigne toujours deux fois le nombre d'ar@tes de G).

Si Y désigne également le tableau a4 n lignes et p colonnes
des valeurs de l'application, on a

y = Y (N-M)Y

1

? m

La matrice des covariances empiriques s'écrit de la méme
fagon, la sommation &étant cette fois effectuée sur tous les

couples (i, i') de sommets.
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vt(j,j') = 1 > (yJi > yJ.,)(yi -y
2n(n-1) i,i' . E

Soit u une application linéaire de RP  dans R -

On note wu(i) 1'image d'un point 1 de rP par u.

3 T‘ 1
u(i) = 2. u.y’
. 371
J
Par analogie avec la terminologie économique, on appellera
indice descriptif du sommet X; 1'image wu(i) de l'appli-

cation composée de X dans R : wuoY.

La variance locale d'un indice descriptif u est donnée

par la forme quadratique

v, () = > [uu)—u(i')]z

om (i,i')¢E

Soit, en notation matricielle

v (u) = GV u

4 4

Le coefficient de contiguité d'un indice descriptif u

s'écrit alors comme le quotient

UVEU
C(u) =
thu
II-2.2 - Cas d'une correspondance.
Soit f.. wune correspondance sur IxJ, produit cartésien

de deux ensembles finis (de cardinaux encore notés I et J),

avec Za_ 4; fi' =1
iel jeJ J
L'ensemble I est supposé coincider ou &tre en bijection
avec 1'ensemble X des sommets d'un graphe G = (X,E).

= ’ = B
On pose £, Z;_fij et £ Li_fij

A chaque sommet 1€ I correspond un point-profil de RrJ

dont les coordonnées sont (f../f. ) . et une masse
1] 1. jeJ
f.

i.’
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On appelle de méme indice descriptif d'un sommet 1 1la
valeur u(i)
P -
(i) = 2 u; =
1€
jed Pi.
La variance totale d'un indice s'@crit alors :
1 EE: g— . 2
Vt(u) =3 £, £, (u@)-u@ ))
iel i'e I : '
soit
— T — 2
1 S f.. o
vt(u) = B e 2 £, £, 2 u. ij _ fl']
icrite1r Tt jedd T £.,
i. i'.
o A /£, ..,
l T
v =10 ) _uu, sz PO (8 i 5V £
jed j'ed Y e £,
= ﬁVtu . Vt’ matrice d'inertie totale, a pour
terme général vt(j,j')/
I 45 PAEE IRV SUPIES SR
avec vt(j,j') = % ; ~ /) f fl, ' 1 < oy -
ie1 i'el \f. f£.,/\f. f.,
i. i'.
.
On a également vt(j,j') = f l J—f . J ¢ .,
iel '\fi *J 24 -J

Comme précédemment, la variance locale s'obtient en extrayant
de la double sommation les couples d'indices correspondant a
des sommets adjacents sur le graphe la matrice d'inertie

locale V a alors pour terme général

avec maintenant

>

(i,i")¢E

22

{ (i,i")€E

i.

.

(Ei s £ [Eis

fi fj_' ( J_ L 1} J
- P e\f, £,/ \f.
1. 1% 1.

—lljv)
fl'.
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Désignons par matrice d'inertie différée Vd la matrice

de terme général :

.. 1 £.. ., \/E:. o
v,G,3") = 5 > £, fi'vﬁ_}J_fl'J ( 1J'_f1'J'
d (i,i')E \fi &5 \fi f

3%

N =

avec m = D f. £.,
d P 1. 1",
(i,i")¢E

On a alors la relation :

Vt = mV + mV

Cette décomposition colncide avec la relation de HUYGHENS
lorsque le graphe est formé de cliques disjointes (graphe

d'une partition).

V est alors la matrice d'inertie intraclasse
¥

Vd devient la matrice interclasse.
\Y = \YJ + 0 \Y

Y m u

On a u tu m{u LU i u 1 H

L'inertie totale d'un indice descriptif u se décompose en

inertie locale et inertie différée.
I1-3. Généralisation_de 1'analyse discriminante

L'étude de la décomposition simultanée des deux formes quadratiques
ﬁVdu et ﬁVtu dans le cas oG G est un graphe symétrique quelconque
(qui consiste a chercher une forme u telle que le quotient
uv .u uV, u

d : . 4 . e
soit maximal, ou telle que C(u) = ——— soit minimal),
GV _u uv_ u
£ t
généralise la recherche des fonctions discriminantes calculées lorsque
G est le graphe d'une partition : Il s'agit maintenant de chercher les
indices descriptifs u dont le coefficient de contigulté est minimal,

c'est-a-dire ayant la répartition la plus continue sur le graphe. Un

désignera ce type d'analyse par '"analyse locale".

Soit G un graphe 3 n sommets homogénes de degré r, de matrice

associée M. Chaque sommet de G est décrit par p variables, coloanes
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du tableau Z d'ordre (n,p). Comme les variances locales et totales
‘ne dépendent pas de leurs moyennes, on peut supposer que les colonnes
de Z sont centrées. Afin d'alléger les notations, nous supposerons

que tous les sommets de G ont le méme poids.

Dans ces conditions, le coefficient de contiguité de 1l'indice des~-

criptif u, qu'il s'agit de rendre minimal, s'écrit :

ﬁzl(rl - M Zu

G ZZ u

—_—

C(u) - .

Ce qui nous conduit & 1'équation, avecv.minimum 3

Nous supposerons que ZZ est non-singuliére. La démonstration s'étendra
immédiatement au cas ot ZZ et Z(rI-M)Z ont méme support, en faisant

choix d'une base dans le support commun.

On a la relation : .ZMZu = (1—&)ZZu

1
r

; 1 ~ . ~1~
Soit ;(ZZ) ZMZu = (]—ﬁ) u

En posant v = Zu (les n composantes de v sont les valeurs de l'in-

dice descriptif u pour les sommets du graphe G)

[Z(Zz)_'ile = (1-p) v

m—

Le tableau entre crochets n'est autre que 1'opérateur—-projection P sur

la variété linéaire 7?(2) engendrée dans R™ par les p colonnes de Z.

Sous cette forme, 1'intérét et les limites de 1'analyse discriminante

(présentée icli dans un cadre plus général) apparaissent clairement :

1) Si le nombre des variables augmente et se rapproche de n, l'opéra-
teur P se rapproche de 1'identité, et les valeurs de l'indice v
tendent vers les composantes de<f , vecteur propre de %M correspon-—
dant & la plus grande valeur propre (I —(&min). Ainsi, si G est

le graphe d'une partition en deux classes, on peut améliorer progres-—
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sivement la discrimination en ajoutant des variables prises dans
une table de nombres au hasard, jusqu'd obtenir ¢ (correspondant
a Pcmin = 0), wvariable indicatrice de la partition, qui est dans

1 -
ce cas vecteur propre de ;M correspondant a4 la valeur propre 1.

11 sera donc nécessaire (cf. réf. 2) de ne retenir que les di-

mensions pertinentes de la variété?}y(z) en effectuant une analyse

y . . n . .
préalable du nuage des p points variables dans R , afin d'en éli-

miner le bruit.

Si G est un graphe assoclé & une carte géographique, nous
avons vu dans la premiére partie que les deux premiers facteurs
% ! et f 2 de %M constituent des coordonnées géographiques des
sommets de G. Nous retrouverons donc cette carte si]f/(z) contient
deux points dont les composantes sont des coordonnées des sommets

de G.

L'analyse locale permet de déceler les conflits existant entre
la structure de graphe et les caractéristiques de descriptions des
sommets. Accompagnée d'une analyse séparée des matrices Vt et V€
elle permet de mettre en évidence une éventuelle hétérogénéité geo-—
graphique des liaisons existant entre les variables. Nous verrons,
en méme temps qu'un exemple d'application, quelles sont les régles
d'interprétation de ce type de technique et les procédures de cal-

cul 3 mettre en oveuvre.

11-4. L_1'e_n avec 1'étude des corrélations partielles

Dans le cas ol le graphe étudié représente un ensemble de points d'un
espace euclidien dont les positions peuvent &tre repérées par un petit
nombre de coordonnées, il est tentant de rapprocher la notion de cova-
riance locale a celle de covariance partielle, les variables-coocrdonnées

étant supposées fixées.

Désignons par T le tableau 3 n lignes et g colonnes situant
par q coordonnées les positions des n sommets du graphe G = (X,E)

homogéne de degré r, de mattice associée M.

Les considérations théoriques et les résultats empiriques de la

premiére partie nous prouvent que les q premiers facteurs directs
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: + .

issus de 1'analyse de M (colonnes de «@ ) constituent dans une cer-—
q

taine mesure des coordonnées des sommets, de sorte que la variété

. - . = n_] » . . .
linéaire 7 7(T) engendrée par T dans R colnclde approximative-—

+ ~
ment avec celle 17/(§5 ) engendrée par ces q facteurs ~ (Nous nous
n-1 q . . . p

plagons dans R car toutes les variables étudiées 1icl ont une moyenne

nulle).

L'analyse des corrélations partielles du tableau Z (décrivant par
p variables les n sommets de G), a situation géographique constante,
)
{
revient a projeter le nuage de p points/V(Z) sur le sous-espace

n-—1 WY
orthogonal dans R de l/(T).

L'opérateur projection sur ce sous—espace est représenté par la

1

matrice (In— T(Tf)— f), et la matrice des covariances partielles

s'écrit :

v (2) = 1.2 (1 - 1 'z
p n

Alors que la matrice des covariances locales s'écrit :

~

v (Z) = 111'2 (1 - %M)Z

En fait, si les q premidres valeurs propres de M était prédominan-
tes, et les valgurs propres correspondantes voisines de 1, la formule

de reconstitution nous donnerait

] ~ & ~ T "‘l,"‘“
rm,kPq CPq ~ T(TT) 1

Nous savons qu'en fait, ces valeurs propres ne sont pas prédominantes;
on a, en désignant par s 1la dimension du sous—espace permettant une

reconstitution satisfaisante de M :
A

lchP /\\ Cp
r s+t S 5

désignant la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont
[\ g g

les s plus grandes valeurs propres de M.

. - ) .
- A une con traction (due aux valeurs propres) prés, ;M agit donc comme
P . . 2] -
un opérateur-projection sur le sous-espace [ (T),engendre par by(T)

et s—q vecteur dont on sait qu'ils sont des "fonctions polynomiales"
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des précédents.

La covariance locale agit donc approximativement comme une cova-

riance partielle aprés régression polynomiale sur les coordonnées.

Si z, est une observation de la variable =z correspondant au
. . —_— . A -
sommet 1 du graphe, et s1 ti désigne le vecteur des coordonneées
de ce sommet dans un espace euclidien RP, nous pouvons supposer, plus

généralement, que

z. = £(T.)+e,

i i i
f étant une fonction continue & dérivées continues qui décrit 1la
fagon dont la valeur d'une variable dépend de sa position sur le gra-

phe, e désigne la partie non explicable par la position.

On a alors pour deux sommets 1 et Jj adjacents sur le graphe, donc

N )
pour un vecteur ti—tj dont la longueur est petite :

f

s

z.-z. =e.—-e, + (t.-t.). 3—— S
L] L] Loj7 oy,

La partie principale des accroissements pris en compte dans le
calcul des variances et covariances locales est constituée par les
accroissements des termes résiduels, ce qui confirme 1'interprétation
de ces covariances en termes de covariances partielles ne mettant en
jeu que des hypothéses faibles sur la nature de la liaison avec les

variables que 1'on désire fixer.
Programme d'analyse des correspondances locales

Ce programme étudie la décomposition simultanée des formes qua-
dratiques d'inertie locales et totales, en tronquant a différents ni-
veaux le support de la matrice d'inertie totale, de fagon a éliminer

le maximum de bruit.

Différents paramétres destinés 4 faciliter 1'interprétation des

résultats sont calculés.

a) Sous-programme _principal_ AFCOT.
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Arguments d'entrée

X : Tableau de correspondance, ayant NSB lignes et NA colonnes.
Les paramétres NV et NO ne servent qu'd dimensionner.
JCAR : Tableau des identificateurs (en A3) des colonnes, puis des

lignes de X.

Ce sont les colonnes de X qui représentent les sommets du

graphe.

La matrice associée n'est jamais introduite dans la mémoire

centrale : elle est condensée dans le tableau KA(I,J), qui est
1'indice du 1Iéme sommet adjacent au sommet J. (J varie de 1 a
NA et I et | & NL, degré maximum d'un sommet du graphe).

Les paramétres d'entrée sont donc : X, NA, NSB, NO, NV, JCAR,
KA, NL.

De plus certains paramétres sont introduits & partir du pro-
gramme principal par des 'COMMON" : NINT, NSORT : numéros logiques
d'entrée et de sortie ; NIEST, NPAS : NTEST est le nombre maximum
de dimensions que l'on désire abandonner pour 'résumer' le support
de la matrice d'inertie totale, NPAS définit les sauts qui vont
permettre d'accéder A cette réduction maximale : ainsi, si par
exemple NSB = 30, NPAS = 6, NTEST = 25, l'étude de la décompousi-
tion est faite d'abord avec 29 dimensions (support commun des deux
formes quadratiques), puis en ne retenant respectivement que les
23, 17, 11, 5 premiers axes principaux d'inertie du nuage associé

au tableau de correspondance X.

Les matrices d'inerties totale A et différée B sont calculées
par 1'appel de AFT2. Il faut prendre garde aux interversions des

tableaux A et B lors de cet appel, et dans la suite du programme.

Sorties :

Les impressions des caractéristiques de diagonalisation sont
faites par 1'intermédiaire du sous-programme PROPRE, qui édite a
chaque étape les valeurs propres, les vecteurs propres et les pour-

centages d'inertie expliquée.
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Sont imprimés successivement :
- lors de 1'appel de AFT2 : la matrice d'inertie locale, la matrice
des corrélations locales qui s'en déduit, les coefficients de

contiguité de chacune des NSB variables.

— Lors des appels de PROPRE, les caractéristiques spectrales de la
matrice d'inertie totale, puis de la matrice symétrisée qui sert

d'intermédiaire de calcul.

Directement a partir de AFCOT
- les coefficients de contiguité des indices descriptifs, les compo-
santes de ces indices, leurs valeurs pour les NA sommets du gra-
phe, différents paramétres destinés 3 vérifier la cohérence des
calculs (dont le calcul pourra 8tre omis dans une version moins

expérimentale du programme),

- Les produits scalaires de 1'indice avec les vecteurs unitaires
portés par les NSB axes initiaux (analogues des contributions
absolues), et les corrélations entre les valeurs des indices
pour les NA sommets et les valeurs des variables pour ces sommets

(analogues des contributions relatives).

b) Sous-programme AFT2 (utilise IMPA¥ , sous-programme &éditant les

tableaux).

Les arguments d'entrée sont le tableau de données X et ses
marges PC et PL, ses dimensions réelles NSB et NA, et les valeurs
maximales de ces dimensions NV et NO, le tableau d'identificateurs
JCAR, le tableau KA codant la matrice associée au graphe, et NL,
degré maximal d'un sommet du graphe. A la sortie, A désigne la
matrice d'inertie différée et B la matrice d'inertie totale. Ces

deux noms sont intervertis par la séquence d'appel.
c) Sous—programme_ BSPAS.

Ce sous-programme calcule, 3 partir d'une matrice symétrique B
d'ordre (NSB,NSB), et d'une matrice de passage S, d'ordre (NSB,NFAC)

la transformée SBS quli est mémorisée en B.
Les listages des sous—programmes IMPA, EIGNVA, GRAPH, qui sont des auxiliaires usuels,

ne figurent pas ci-dessous).



159

d) Sous—programme PROPRE : auxiliaire d'édition
e) Sous-programme EIGNVA : diagonalise une matrice symétrique.

f) Sous—-programme GRAPH : représentation graphique.
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SUBROUTINE AFCOT(XQVEC,EIG,Fl,FZ,F3QNAQNSBQNOQNVQJCAR’KAQNL)

Cxxxd  NA=NOMBRE DE SOMMETS DU GRAPHE
CHxxxx NSB=NOMBRE DE DESCRIPTCURS DES SOMMETS
Crxax® NO ET NV SONT SONT DES MAJORANTS DE NA ET  NSB
DIMENSTION VECI(NV4sNV)
DIMENSION X (NVsNO)
Cra¥xx X EST LE TABLEAU DE DONNEES
DIMENSION JCAR(1)4ETG(1)sF1l(1)4F2(1)sF3(1)
DIMENSION DISTO(100) 4PCI100)4PL(100)
DIMENSION A(50,50)
DIMENSTION B(5G350)9S(50455) 4PRODI3NG,1N0)
DIMENSION KA(9,100)
CHxxxdt KA =TABLEAU CODANT LA MATRICE ASSNCIEF AU GRAPHE
DIMENSION LX(100)
DIMENSION BNORM(50)
COMMON/NORM/DENO
COMMON/ENSOR/NINT 4 NSORT
COMMON/REDUC/NTEST 4NPAS
SOM=0
WRITE(NSORT 4666)
666 FORMAT(/// 40H ANALYSE DES CORRESPFONDANCES LOCALE
Cr¥xer CALCUL DFS MARGES ET DES FREQUENCFS
DO 1 I=14NA
PC({11=0.
DO 1 J=1,NsSB
PCUIN=PCLIY+X(JsI)
1 SOM=SOM+X{(J,s1)
DO 2 J=1,N5B
PLEJY=N,
DO 2 TI=1sNA
PLID)I=PLIJ)Y+X(Js 1)
2 X{Jsl)=X{Jsy1)/SOM
NO 3 TI=1sNA
T PC(INY=PC(T)/50OM
DO 4 J=1,4NSR
4 PL(JY=PL(JY/SOM
Cru#xxXAPPEL DE AFT2=A EST LA MATRICE D IMNFRTIE TOTALE
Cwexx® B EST LA MATRICE D INERTIC DIFFEREF

CALL AFT2(XsBsAsPCyPL 9 NASNSByNO 3NV s JCAR sKA S NL )
NwW=NV
C MAXTIMUM DE U 3 U AVEC U A U FIXE

Crexx*CALCUL DES FACTEURS DU NUAGE TOTAL
CALL EIGNVAINSBsASEICaVECe INDosNW)
DO 8 I=1,N5B
FIGUI)=ABS(EIG(I))
DO 8 J=1,NSB
B VECIJsI)=(VEC(JsI)/SORT(PLIJIVI®SORT(EIG(TY)
NVEC=5
ANRTITE(NSORT,L800)
800 FORMAT(// 40H FACTENRS DU NUAGE TOTAL
CALL PROP(ETIGsNSByVECSNVSNVEC)
NSB1=NSB-1

Crxxxx 5 EST L OPERATEUR PROJECTION SUR LD SUPPORT PRINCIPAL

DO 120 I=1,N58B
DO 120 J=1,NSB1
120 S(OTeJ)=VECHI s JI¥SQART(PL(TI))/EIG(J)
Crwxxt B EST SAUVEGARDE DANS A
DO 200 I=1,4NSB

/77)

/777)

£A
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DO 200 J=1,NSB
200 A(l9J)=B(I,J)
Crxxx* BOUCLES AVEC DIFFERENTS TRONQUAGES DU SUPPORT
DO 222 KCY=14NTESTsNPAS
NFAC=NSB-KCY
Cxuixx | A DIMENSION RETENUE EST NFAC
DO 201 I=1,NSB
DO 201 J=1,NSB
201 B(IsJd)=A(14J) 3
CH--#%*CALCUL DE LA TRANSFORMEE DE B APRES TRONQUAGE
CALL BSPAS({BsSsVECsNVNSByNFAC)
CALL EIGNVA(NFACBIEIGyVECsINDsNV)
CALL PROP(EIGsNFACSVECsNVsNFACQ)
Con¥x* CALCUL DES COEFFICIENTS DE CONTIGUITE DES FACTEURS EXTRAITS
DO 205 J=14NFAC
EIG(J)=EIG(J)Y+(1-EIG(J))/DENO
205 WRITE(NSORT $206) JeEI1G(J)
206 FORMAT(1H s/ 5H FACT I4930H (VARSLOCALE)/(VARSTOTALE) = F8e3)
Cre#x* EXPRESSION DES FACTEURS DANS LA BASE INITIALE
DO 123 J=14NFAC
DO 123 [=1,NSB
B(IsJ)=0
DO 124 K=1,NFAC
124 B(leJ)=BIIeJ)+S({I4KI¥VEC(IKyJ)
123 B(IsJ)=B(I,sJ)/SQART(PL(I))
DO 125 J=1,NFAC
125 WRITE(NSORT+126)(B(1sJ)s1=1sNSB)
126 FORMAT (2H * 10F1l2e4)
CHx®d* VALEURS DES FACTEURS(INDICES DESCRIPTIFSIPOUR LES SOMMETS
C#x¥x3%x D) GRAPHE
WRITE(NSORT,S15)
15 FORMAT(1IH / 23H VALEURS DES FACTEURS )
NX=NFAC
PO 301 I=1,NSB
LX(I)=JCAR(I+NA)
301 CONTINUE
DO 13 J=1,sNA
DO 13 1I=1sNX
I=11
PROD(IT9J)=0,
DO 13 K=1,sNSB
13 PROD(ITsJ)=PROD(I19J)+(X(KyJ)/PC(J))I*B(K,I)
DO 14 1=1,NVEC
WRITE(NSORTs11)
14 WRITE(NSORT s9)(PRODI(TI4J)eJ=14NA)
9 FORMAT(3H % 10F1248)
Crxx#®¥NORMES DES FACTEURS DANS LA METRIQUE PL(I),ET CALCUL DES
Cxs-xx% COSINUS AVEC LES FORMES LINEAIRES CCORDONMNEES
DO 4C0 J=14NFAC
BNORM(J) =0
PO 400 I=1,NSB
400 BNORM{JU)=BNORM(J)I+PL{I)I*B(TsJ)%*B(14J)
DO 401 J=14NFAC
DO 402 1=1,NSB
402 B(IsJ)=BlTI4J)*¥SQRT(PL{I)/BNORM(J))
WRITE(NSORTS11)
11 FORMAT(1H /)
WRITE (NSORT403)((LX(I)eB(IsJ))selI=14NSB)
CONT INUE
FORMAT ( 1H 8(A3sFBe3y4H * )

O

W

40
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500
501
502

506

507
CHx¥xn
CH¥HRH®

L3
504
505

801

508

198

C 3 32t

195
CH®R¥H

300
222

VERIFICATIONS

DO 501 K=1,4,NFAC

TES=0
DO 500 J=14NA
TES=TES+PC(J) *PROD (K sJ)
WRITE(NSORT502)TES
FORMAT(1H 7/ 1H Fl15.8)
DO 506 K=14NFAC
F1(K)=0
DO 506 J=1,NA
FI(K)=F1(K)+PC(J)*PROD(KyJ) ¥PROD(K4J)
DO 507 L=1sNSB
F2(L)Y=0
DO 507 J=14NA
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F2L)=F2(L)+(X(LsoJ)=PLILI¥PCHIIIH(X(LsJ)=PLILI*¥PC(J))/PC(J)

COEFFICIENTS DL CORRELATION ENTRE LES VALEURS

LES SOMMETS ET LES VARIABLES INITIALES
DO 505 L=14NSB
PO 504 K=14NFAC
BKsL)=0
DO 503 J=1,NA
BIKsL)=B(K,L)+PROD(K s JI®X(LyJ)
BIKeL)=B(KoL)/SQRT(F1I(K)XF2(L))
CONTINUE
WRITE(NSORT,11)
WRITE{NSORT126) (F1(K) sK=14NFAC)
WRITE(NSORT,,11)
WRITE(NSORT$126) (F2(L) sL=1,N5B)
WRITE(NSORT,s801)
FORMAT (//7/745H CORRELATIONS VARIABLES-INDICES
DO 508 K=14,NFAC
WRITE(NSORT,L11)
WRITE(NSORT $403) ( (LX{L)sB(KsL))sL=14N5B)
CONTINUE
NX2=4
DO 300 J=14NX242
DO 198 1=1,4NA
F1(I)=PROD(Js1)
F2{I)=PROD(J+1,1)
CONTINUE
NTOT=NA

SORTIE GPARPHIQUE DU GRAPHE RECONSTITUE
CALL GRAPH(F19F29JCARSNTOT 460,41)
DO 199 I=1,NSB
FI(I)I=B(JsI)

F2(I)=B(J+1,1)
CONTINUE

DES FACTEURS POUR

/7))

REPRESENTATION GRAPHIQUE DES CORRELATIONS VARIABLES-FACTEURS

CALL GRAPH(F1sF2sLXsNSB530,1)
CONTINUE

CONT INUE

RETURN

END
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SUBROUTINE AFT2(XsAsBsPCsPLINASNSByNO9NV 9 JCAR KA sNL)
DIMENSION B(NV,sNV)

DIMENSION PL({1)sJCAR(1)

DIMENSION X(NVsNO)sAINVsNV)sPC(1)

DIMENSION C€C(100)

DIMENSION KA(9,100)

DIMENSION NCENT(100)

DIMENSION VEC(50,450)

COMMON/ENSOR/NINT 4MSORT

COMMON/NORM/DENO

CHxrxx CALCUL DE LA MATRICE D INERTIE TOTALE

C*xkn
C 3 %3 %

5

(PAR RAPPORT AU CENTRE DE GRAVITE)

B REPRESENTE LA MATRICE A DIAGONALISER SYMETRISEE
DO 5 JU=1,NSB
PO 5 I=1,MN3B
B(IeJ)=0
RAC=SQRT(PL(I)Y*PL(J))
DO 6 K=14NA
BUIoJ)=B(IsJ)+X (1 4K)I*¥X(JyK)/(PC(KIHRAC)
B(IsJ)=B(I,sJ)-RAC
CC{II=B(I,1)
CONTINUE

Cxxxx¥ CALCUL DES PROFILS

111

DO 111 I=1,NA
DO 111 J=1,N5B
X{JsI)=XJs1)/PCLI])

CHaxsx CALCUL DE LA MATRICE D INERTIL LOCALE

32

30

40

50
56

70

DO 40 J=1,NSA

DO 40 N=JsNSH

AAA=0

PO 30 I=1,NA

PI=PCI(I)

DO 30 L=1,NL
[TF(KA(LsI))30430,432
NN=KA(LsI1)

PP=PTI#*PC(NN)

AAA=AAA FPPHIX (I I)=X(JsNN) I F (X (NI )=X(NgNN))
CONTINUE

A(JeN)=AAA

A(NsJ)=AAA

CONTINUE

PENO=0

DO 56 1=1,sNA

PI=PCI(1I)

DO 50 L=1,4NL

NN=KA(LyI)

[F(NN)56+56,450
DENO=DENO+PI*#PC (NN)
CONTINUE

DO 70 J=1,NSB

DO 70 N=1,NSB

ACJasN)I=A(JeN) /(DENO*¥2,40)
A{JaNI=A(ISN)/SQRT(PL(J)*¥PL (N))
CALL TMPA(AJCARINASZNSB,INV)

Cr=®¥x% CALCUL DE LA MATRICE DES CORRELATIONS LOCALES

DO 81 1=1,NSB
DO B1 J=14NSB
VECIT o J)=AlTsJ)/(SQRTIA(TI IV ¥A(JsJ)) )
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81 CONTINUE
CALL IMPA(VEC»JCARINAJNSBsNV)
DO 71 I=1,NSB
CClIN=A(TIs1)/CC(])
[ITI=1+NA
71 WRITE(NSORT72)JCAR(IITI) 4CC(I)
72 FORMAT(// 1XsA3s 5XsF8e4 )
Cx#*x#x® CALCUL DE LA MATRICE D INERTIE DIFFEREE,OU EXTERNE
DO 82 1=1,NSB
DO 82 J=14NSB
82 A(IsJ)=(B(IsJ)-A(I,J)*DENO)/(1e~DENO)
C ATTENTION A DESIGNE MAINTENANT LA MATRICE EXTERNE
Ceaxxx RESTITUTION DU TABLEAU DE DOMNNEES X
DO 112 I=1,NA
DO 112 J=1,NSB
112 X(JeI)=X(JsI)*¥PC(1)
RETURN
END
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SUBROUTINE BSPAS(B3sSsVECsNVsNSByNFAC)
DIMENSION B{(NVsNV) sSINVsNV) s VEC({NV4NV)
C %2 336 3¢ CALCUL DE LA CONGRUENTE DE B ={TRANSPOSEE DE S)*B*S
DO 121 1=1,NSB
DO 121 J=14NFAC
VEC(IsJ)=0
DO 121 K=1,4NSB
121 VEC(T9J)=VEC(IsJ)+B(I,K)*¥S(KyJ)
DO 122 1=14NFAC
DO 122 J=1,NFAC
BllsJ)=0
DO 122 K=1,NSB
122 BUIsJ)=B(1,J)+S{KyI)%¥VEC(KyeJ)
RETURN
END

SUBROUTINE PROP(EIGsNSBsVECINVNVEC)
DIMENSION EIG(1)sVECI{NV,,NV)
COMMON/ENSOR/NINT ¢yNSORT
Cxxxxst EDITION DES VALEURS PROPRES,POURCENTAGES D INERTIE sVECT«PROPRES
WRITE(NSORT,10)
10 FORMAT(21H VALEURS PROPRES )
WRITE(NSORT$9) (EIG(K) 4K=14NSB)
9 FORMAT(1H 10F1l248)
C POURCENTAGES
SOMV=0
DO 700 J=1,4NSB
700 SOMV=SOMV+EIG(J)
WRITE(NSORT,701)S0My

701 FORMAT (/ 10H TRACES= F155)
DO 800 J=1,NSB
JM1=J

POURC=(EIG(J)/SOMV)#100
800 WRITE(NSORT,90C)JM14POURC
900 FORMAT(/ 13H VAL.PROPRE [3,15H POURCENTAGE F6e2)
WRITE(NSORT,11)
11 FORMAT(30H VECTEURS PROPRES )
DO 12 1=1,NVEC
12 WRITE(NSORTs9) (VEC(JsI)sJ=1sNSR)
RETURN
END
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II-6. Exemples d'application.

Etude de la distribution simultanée de 29 catégories d'activité

dans les 80 quartiers de Paris.

II-6.1 -~ Nous procéderons d'abord a une analyse des correspondances
du tableau de contingence croisant les deux partitions de la
population parisienne en 29 catégories d'activité d'une part,

et en 80 quartiers correspondant & leur résidence d'autre part.

Les données analysées sont issues du recensement de la

population réalisé par 1'INSEE en 1968.

Les quartiers de Paris seront repérés par trois chiffres :
les deux premiers domnant le numéro de 1'arrondissement, le

dernier donnant le numéro du quartier dans 1'arrondissement.

Les catégories d'activité seront repérées par trois let-
tres ou trois caractéres. La correspondance avec la nomencla-

ture compléte figure ci-dessous.

Désignation de la catégorie Symbole
Industriels IND
Artisans ART
Gros commergants GRO
Petits commergants PET
Professions libérales LIB
Professeurs, prof. littéraires et scientif. PRO
Ingénieurs ING
Cadres administratifs supérieurs CAS
Instituteurs, prof. intellectuelles diverses INS
Services médicaux et socliaux MED
Techniciens TEC
Cadres administratifs moyens CAM
Employés de bureau BUR
Employés de commerce coM
Contremaltres CCON
Ouvriers qualifiés QuA

Ouvriers spécialisés SPE



Désignation de la catégorie (suite) SymbOle
Apprentis ouvriers APP
Manoeuvres MAN
Gens de maison _ GEN
Femmes de ménage FEM
Autres personnels de service AUT
Etudiants et éléves ETU
Retirés des affaires RAF
Retraités des services publics RSP
Anciens salariés du secteur privé ASR
Personnes non actives de O & 16 ans GOS
Personnes non actives de 17 3 64 ans NA2
Personnes non actives de 65 ans et plus OLD

Les tableaux ci-aprés nous donnent, pour chaque catégo-
ries d'activité et pour chaque quartier de Paris : leur masse
relative, leur distance (du khi-2) & l'origine (notée DISTO0),
leurs coordonnées sur les trols premiers axes factoriels,

leurs contributions absolues et relatives 4 ces axes.

lLes trols permiers axes représentent respectivement 647,

137, 77 de 1'incrtie totale.

LLa figure | représente les projections des deux nuages dans

le plan des deux premiers facteurs.

l.e premier axe, extrémement prépondérant est un axe de
statut scocial, ol, si1 l'on préfére, de ségrégation sociale du
lieu de résidence. Un tel axe a déja été mis en évidence a
propos de 1'analyse des mémes catégories d'activité pour tou-

tes les communes de la région parisienne (1).

lLe second axe, bien gue beaucoup moins important, sépare
de fagon assez nette la rive droite (partie supérieure) de la
rive gauche de la Seine, a quelques exceptions prés, qul oc-

cupent de toutes fagons des positions assez intermédiaires.

(1) Cf. "La morphologie sociale des communes urbaines'". L. LEBART et N. TABARD.

Consommation n®2 - 1971.



LES CONTRs ABSe SONT EXPRIMEES EN POURGENTAGES

MOMS

IND
AQT
CRC
PET
LiB
ERO
ING
cas
INS
¥ZD
TEC
CaM
EUR
CLM
CoON
CUA
SSE
4pp
VAN
CFN
FeM
kST
ETV
RAF
RSP
LSE
¢as
NAD
Lo

MASSES

0002
e013
« 005
0024
027
014
o011
0030
o018
007
o016
. 027
103
o022
2007
k]
0 €43
o0C2
&3
oC15
<Gl
043
« 059
,0C8
0 0¢e3
078
160
eilé
00386

DISTO

3022
1038
02419
0533
e5757
4073
02058
«2451
005915
«0R23
«0580
0336
0342
e 0461
014258
«1271
«1578
02459
2627
13433
«0505
00458
¢3)55
e061C
1029
0284
01089
e0152
+ 0789

Fl

03011
-,1281
2894
'01“20
065691
04625
4263
, 4638
2327
« (349
-eo1363
02648
1578
e, 1464
'03112
'03393
ee3642
.y3527
4242
e G875
00613
-.0194
0466
0648
00189
nel290
e 0466
00680
02547

COORDONNEES

Fe

02692
1302
02105
00347
01474

w,339%

»,1693
« 0498

%,1039

'!1719

w,1345

w,0734%

«,0378
00261

-!0674
0 03%¢
00758
00039
1193
05680
01913
e 0866

w,2022
e0414

"2465

*,019}
20071
!0331
00345

F3
00203

o262

9429
0012
0211
« 0587
1174
01219
0682
01028
01033
01406
00508
00303
e 0502
w3707
w,116§
®,04853
e,2(035
w0424
-00692
00112
'02423
0760
e 0975
0526
'00002
0080
e 0656

.CONTRIBUTIONS ABSOLUES

Fl

e25
030
1,09
o 68
Se09
4,11
2,73
9,22
1,11
W07
590
003
3,04
087
059
10429
8,16
029
6,41
21,238
006
002
16,61
005
001
1.86
049
037
3,93

Fe

¢83
1.51
2:70
20
le10
11.83
2609
51
1.,1°
1,41
2,38
1436
1,01
el0
23
067
1.71
«00
2,66
364,32
2,71
223
16451
010
9.47
290
006
86
31

F3
001

Te26

12,71

42,409

2466
000
009

2001

CONTRIBUTIONS RELATIVES

Fl

0 30¢
158
e 347
378
+849
+9325
«084
¢878
0592
088
0320
0018
o729
0437
675
e906
841
506
«685
e 726
0047
e 008
0653
e 069
0003
+586
0199
¢151
0822

F2

0205
0163
0183
0023
038
312
«108
0010
0123
0359
0312
0160
0042
o016
0032
o012
«036
0000
« 054
0240
e 455
s 164
0134
0028
0590
0013
¢« 005
0072
0015

F3
0001
0007
0903
0000
Q01
0008
eg82
0061
0051
0130
0184
588
0076
0019
018
0639
0087
Q17
0158
001
0959
*Q03
o192
0085
0092
0997
0000
0004
2054

891
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NOMS MASSES pDISTO COORDONNELS ‘CONTRIBUTIONS ABSOLVES CONTRIBVUTIONS RELATIVES
Fl r2 ry rl rz2 F3 [ 8] r2 r3
onl «001 «0930 +0802 20790 0699 001 005 07 «069 067 «083
012 0007 °1280 “a1546 1112 e 0551 23 58 2% 0187 0097 vQ2s
01 0002 e1054 e1310 00700 «079¢ 003 07 17 0163 «047 LY
[ 3] «002 0144 «1332 «1189 0119 0 00 Y ¥d «00 y123 e 098 e001
021 0001 01544 +085) 2 04TS «008) 001 002 200 I «018 « 000
022 0002 «0830 e,10%2 2+ 0655 004681 003 e 06 05 alse 0052 0926
g2 0004 01082 -e2084 «128p =, 0260 «39 45 003 TLYRY «151 en0éd
024 0007 <1540 .,2758 1738 -e1532 76 1047 2403 498 196 e152
031 «006 +1981 °e,292% 21816 w1713 76 ledé 2¢2% 832 170 1!08
032 006 0823 e1866 01061 *s 0639 «28 +43 28 o423 137 0050
033 008 00348 .e1577 0757 e 0453 .18 020 0123 «453 0104 Q37
034 <008 +1218 =e2668 1077 =.1286 46 037 +93 +586 0096 0136
04l 008 0729 °e1681 01149 -e0816 19 Y %] 039 0387 181 091
042 «008 20479 -e1552 e 0570 *,09%0 W26 17 W84 »503 068 0188
043 «006 0272 « 0491 ",0554 .,0592 w02 012 28 089 113 129
044 «003 «1374 2672 =,0707 0268 27 009 002 «320 0036 005
051 007 0659 e0794 1773 -, 0291 06 1.51 007 «097 o484 013
cs2 « 009 « 0% 3R 0124 «,1677 0848 200 1.80 82 «003 522 0133
053 .0l0 ,1608 02399 «,2456 w1027 .78 3,97 1,23 358 «375 e 066
054 006 0958 1726 -,1481 e, 1461 .24 086 1,49 JA12 229 0223
061 004 0897 1718 ®,1005 ., 0559 .18 » 29 W16 0329 0113 kL]
082 L0068 «2268 «4000 «,1738 w,1408% 1,26 1,15 1,34 708 o133 087
063 2014 2016 23903 w,1748 ac1104 2,96 2,88 2,064 156 152 0060
064 o004 «1318 »3038 -,0982 -, 0497 7 o264 W11 «702 2073 Q19
071 J008 J1ns 5301 0263 -, 0972 3,16 $ 03 92 2905 002 030
072 004 22699 4911 00865 «,0238 1.32 20 .03 894 «028 Qo2
073 L, 007 1903 41583 ., 0592 -, 0097 1,69 17 .01 906 ,018 000
074 018 1031 3136 0402 «0las 2,12 17 004 €909 2015 «002
151 o034 0460 -,0022 =,1374 1488 200 447 9,30 2000 o810 480
152 020 00237 00605 ®,1052 <0436 10 154 87 «154 o467 «Q80
153 <019 0221 00683 ®,0706 0259 .13 67 16 211 0226 030
154 016 10427 . 0483 w1017 , 0545 .09 1,15 59 4055 A2 Q70
161 L0133 1978 4141 “,0370 06687 8,08 31 1,81 868 «007 «023
162 J023 4178 6024 11996 w,0211 11,81 6.29 12 o868 , 095 «001
163 018 .,5118 6235 3162 -, 0708 8,10 10,11 .90 0760 195 010
164 0012 .3198 4850 2728 «, 0061 4,10 6.29 001 735 233 +000
081 0004 3024 04959 3199 ws0145 1,36 278 101 0643 «268 «001
082 «008 v263n vhalé 02344 w0091 1.78 2043 »C2 0741 0209 ¢000
083 ¢G0S 01690 $2871 02123 + 0158 «%3 led2 w01 453 W 267 + 001
08é 011 1740 03798 0895 w,0213 2.27 N3 W06 .829 1066 «003
091 012 0479 01326 0122 « 0501 030 001 -1 374 ,003 074
092 003 .1187 0431 «0988 10669 W01 020 16 016 082 0038
093 006 .0880 ~,0261 Wlley 0082 .01 52 02 «008 2150 1001
054 012 «0289 « 0359 %,0038 07658 .02 «00 .87 « 045 001 202
171 019 . 0987 2772 «0531 1010 2.12 038 2443 «?779 0629 103
172 019 1898 4167 W1011 .0228 4,76 1436 el 915 054 « 003
173 019 10244 =,0184 «,0052 1048 $0l 00 2,56 016 001 YL}
174 .02 004653 1924 ".0163 20383 1,23 004 W82 2795 006 0032
101 0012 0192 =193 %,037¢ « 05851 001 o1l 43 . *019 «073 +158
102 008 20605 -e1136 00901 LRLEEL] 015 46 001 213 134 (Ol
103 0012 00423 01403 0690 ©e 0139 34 39 03 0465 «i13 0005
104 « 013 «0872 -e2753 00567 0496 1436 28 38 0869 037 v028
181 0364 «03583 -e1354 ", 008] « 0934 033 02 3,61 536 002 «249
182 L0386 0467 «,183¢ 20196 20978 1.71 «09 1446 720 008 072
183 2014 «1336 -e3295 0893 =, 0826 2,19 77 1416 812 0060 +0%1
184 €009 1707 *.3618 <0806 *e1077 161 *39 1423 «787 038 068
191 017 150 .e32237 10849 ®:s1399 2460 «87 367 684 1047 e]12
192 2006 11692 “e3715 20938 0790 1,09 o33 02 816 1052 0037
193 019 #0373 we1660 ",0052 «018% « T4 .00 008 » 738 2001 «010
194 s016 *0%50S -e2086 0143 «e0001 99 002 000 861 e 004 0000
111 017 1103 2716 1178 ., 0867 1,78 1¢99 1454 707 132 072
112 «0lé «0%09 “e1918 10486 we011) 73 123 W02 o723 046 Q03
113 033 0768 - 2599 00592 «.02%2 2.19 Y] W18 852 046 008
114 0017 20386 ..2177 $0325 =030} l1e16 o13 19 1809 2018 015
121 20183 00842 0373 «,137) 01232 .03 1.90 2.72 0031 o425 0343
122 037 $0218 =.0558 =,0762 20638 029 l.10 1,37 309 $233 171
123 0004 087% °s1673 ., 0574 0434 14 08 W08 hlé 549 1028
124 016 «0114 -,)392 « 0004 «,0718 4] 00 98 617 « 002 '16‘
201 016 01463 -,3285 1038 =,1209 2,33 1.22 7495 o723 072 098
2n2 0014 +0368 w222 ",0479 0284 31 23 o l4 Y] 052 w22
203 018 »0882 2780 10452 =042 2,03 26 v 00 0905 026 000
204 024 0734 .e2662 . e02lo w03} 2407 07 28 826 0N6 o013
131 «008 +0572 =e0913 ®.1680 =.0020 * 09 1953 100 eldp #4953 000
132 «020 +0879 =, 2350 %e0109 .. 044} 1,53 02 7 ot 2B 0013 022
133 «02% 00320 “e1213 ., 0777 « 0069 .5} 106 001 1AK0 0189 001
134 .008 00417 00362 ®,1503 40508 W02 1.1 26 0031 -TH 061
141 010 0983 01690 «.1211 J0216 W40 l1e04 ,06 277 C e 149 « 005
142 .008 1.1192 «5469 ®,592 - 5341 3.3s 16.97 38,62 o267 «313 . 189
143 W 019 20608 01215 w1854 0687 39 4,40 1407 e 0563 QYR

144 048 0309 ~e1953 ", 0526 0188 1,92 LY 0 09 « 750 054 305
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II-6.2 - Nous avons ensuite substitué, dans cette analyse, la matrice

d'inertie locale 3 la matrice d'inertie totale en considérant

ces tableaux comme des matrices de similarités différentes.

La nouvelle typologie des catégories d'activité est représentée

sur la figure 2.

On peut faire les remarques suivantes :

a) Dans 1'ensemble, 1'essentiel de la typologie est conservé,

b)

1'axe dominant est toujours un axe de statut social. Ce
résultat n'était pas évident "a priori'", car s'il est clair
qu'il existe d'importantes zones ol la population est aisée
et d'autres ol elle occupe un statut social modeste, phéno-
méne qui se traduit pas une cohabitation préférentielle de
certains types de professions, 1l est assez surprenant que

ce phénoméne soit trés sensible, disons & 1'intérieur des
arrondissements. Bien entendu, le phénoméne est moins typé
(les deux premiers facteurs représentent respectivement 477
et 167 de 1'inertie locale totale) ; 1l'essentiel de la struc-—

ture subsiste néanmoins.

Cependant, certaines modifications peuvent &tre interprétées
le point "Artisans', dans le quadrant supérieur gauche de

la figure 1 rejoint l'origine dans la figure 2. Autrement
dit, les artisans habitent électivement une certaine partie
de Paris, ce qui les associe A certaines catégories de popu-—
lation. Cependant, localement, il ne semblent pas avoir

d'atavisme particulier.

De facon analogue, les points "Industriels' et "Gros
commergants' du quadrant supérieur droit de la figure |
descendent preés de 1'axe des abscisses de la figure 2, ou
ils sont presque rejoints par le point "Etudiants', en por-

venance du quadrant inférieur gauche de la figure 1.

Ainsi, ces catégories, séparées dans le bilan global que
constitue l'analyse des correspondances A cause de la voca-
tion particuliére de certaines grandes zones, sont en réa-

1ité assez étroitement associéeg
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Ce calcul, qui revient a décomposer simultanément les formes
d'inertie locale et totale, permet de donner une vue synthéti- ,
que de la compatibilité existant entre la structure de graphe

et la description statistique des sommets du graphe.

La figure 3 nous montre quelle carte on peut espérer re-
constituer avec des coordonnées socio-professionnelles. Les

zones encerclées représentent des arrondissements.

Notons que les coefficients de contiguité des deux premiers
indices (ou facteurs) valent respectivement 0.071 et 0.109.
La méme analyse faite avec les mémes données statistiques et
un graphe dont les ar@tes sont prises au hasard nous fournit
des facteurs dont les coefficients de contiguité valent res-—

pectivement 0.63 et 0.69.

COEFFICIENTS DE CORRELATION ENTRE LES VALEURS

DU PREMIER INDICE ET LES VARIABLES

IND .192 ART  -.659 GRO .200 PET -.702
INS .633 MED 461 TEC -.158 CAM 351
SPE  -.748 APP  -.525 MAN -.704 GEN -594
RSP .328 ASR  -.52¢4 GOS -.298 NA2 -399
LIB .609 PRO .604 ING .850 CAS .790
BUR  -.580 cCoM  -.659 CON -.508 QUA -.793
FEM .099 AUT  -.212 ETU .547 RAF .044
OLD .755
COEFFICIENTS DE CORRELATION ENTRE LES VALEURS
DU SECOND INDICE ET LES VARIABLES

IND -.428 ART  -.431 GRO =-.593 PET  -.180
INS . 149 MED 447 TEC <472 CAM  -.014
SPE .101 APP .162 MAN .103 GEN  -.408
RSP .704 ASR  -.013 GOs . 260 NA2  -.168
LIB  -.297 PRO . 468 ING .088 CAS  -.255
BUR .165 coM  -.209 CON .323 QuAa 147
FEM  -.624 AUT  -.490 ETU . 146 RAF  -.421
OLD -.316
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Les deux tableaux ci-dessus nous donnent des quantités
s'interprétant de fagon analogue aux contributions relatives
de 1'analyse des correspondances. On peut noter la profonde
ressemblance entre le premier indice et le premier facteur de
1'analyse des correspondances précédente ; au signe prés, le
second indice ressemble également au second facteur issu de

cette analyse.

Sur la figure 3, le trait gras est censé représenter la
Seine : le seul quartier ne figurant pas sur la bonne rive est
le quartier encadré : 04-4 (Ile Saint-Louis, officiellement
classée rive droite, ce qui est démenti ici pas son profil

socio—-professionnel).

Ce que nous appelons indice descriptif est une forme 1li-
néaire pouvant étre représentée par un vecteur 4 Pp COmMPO—

santes, si p désigne le nombre de catégories d'activité.

Les valeurs de ces composantes sont délicates d'interpré-
tation, d'autant plus qu'elles sont plus instables que les
coefficients de corrélation variable s—-facteurs, par suite des
colinéarités existant entre les variables. Cependant, leur
signe présente parfois une certaine stabilité (notamment lors-
gqu'il résiste a de sévéres troncatures du support du nuage
initial, i.e. si 1'on travaille seulement dans 1'espace des

premiers axes principaux d'inertie du nuage).

Donnons les composantes des deux premiers indices descrip=-
tifs extraits : (au lieu des composantes brutes, nous donnons
en fait les cosinus de 1l'angle entre la forme linéaire—indice
et les formes linéaires-coordonnées représentant les variables,
calculés ici dans la métrique usuelle des facteurs en analyse

des correspondances).

PREMIER INDICE - COEFFICIENTS

IND .235 ART -. 149 GRO -.227 PET . 086
INS .078 MED -.153 TEC . 485 CAM .085
SPE .06] APP .089 MAN .068 GEN . 060
RSP . 167 ASR -.123 GOSs -.088 NA2 .017
LIB .136 PRO -.164 INC .385 CAS -.031
BUR . 238 coM =-. 111 CON -.234 QuAa -.008
FEM . 196 AUT .253 ETU -.002 RAF -.139
OLD .283
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FIGURE 3

RECONSTITUTION DE LA CARTE DES 80 QUARTIERS DE PARIS
A PARTIR DE LEURS PROFILS SOCIO-PROFESSIONNELS
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DEUXIEME INDICE - COEFFICIENTS

IND . 104 ART .021 GRO -.043 PET .010
INS . 165 MED . 201 TEC .363 CAM ~.393
SPE .029 APP .070 MAN .015 GEN .066
RSP . 197 ASR -.195 GOs . 139 NA2 .031
LIB . 138 PRO .381 ING . 124 CAS -.319
BUR .047 COM -.179 CON . 048 QUA .097
FEM -.407 AUT -.132 ETU -.061 RAF -.036
OLD -.099

On constate que le premier indice, par exemple, donne des
poids négatifs aux catégories : Industriels, Gros commergants,
Instituteurs, Services médicaux, Professions libérales, Pro-
fesseurs, alors qu'il est corrélé positivement, et méme par—

fois fortement 3 toutes ces variables.

Ces signes négatifs sont conservés lorsque l'on passe des
28 dimensions initiales 3 14 dimensions, en abandonnant la moi-

tié des axes d'inertie du nuage initial.

Ce premier indice doit s'efforcer d'avoir une variance
locale minimale, alors que sa variance totale est maintenue

constante.

Pour ce faire, il a intérét 3 opposer entre elles des va-
riables liées localement et peu liées globalement, car cela
ne peut que diminuer ses variations locales, sans porter at-

teinte A ces variations globales.

Les variables qui, tout en étant corrélées de la méme fa-
gon 3 l'indice correspondent & des coefficients de signes con-—
traires, pourraient &€tre dans cette situation, puisque nous
avons vu précédemment que les industriels, les gros commergants,
les professions libérales s'assoclalent aux autres variables de

fagon différente selon 1'échelle géographique.

En fait, une de nos prochaines étapes de travail consistéra

3 mettre au point des critéres de validation de ces coefficients.
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TROIS EXEMPLES D'APPLICATION

EXEMPLE 1

I - ATTITUDES PAR RAPPORT A LA POLITIQUE DES PRESTATIONS FAMILIALES

Cet exemple est tiré des résultats de 1'enquéte CNAF 1971. C'est un exem—
ple d'analyse de questionnaires par la méthode des correspondances multiples
décrite au chapitre II . Le tableau que 1l'on cherche d décrire est 1l'ensem-—
ble des réponses de n 1individus & q questions mises sous forme disjoncti-

ve

Particularités du tableau : 1le tableau se présente comme une succession de

q sous-tableaux disjoints (autant que de questions, il y en a 29), chacun
comportant 1383 lignes (le nombre d'individus interrogés). Les variables sont
les modalités des questions, leur nombre varie entre 2 et 5 selon les ques-—
tions ; au total il y en a 88. Le tableau initial a donc 1383 lignes et 838

colonnes.(1).

Le tableau n'est composé que de O ou de 1, le | correspondant 3 la modalité
de réponse choisie par 1'individu considéré. Il doit y avoir une réponse et
une seule par question et par individu. Les individus ont donc le méme poids.

11 n'en est pas de méme pour les variables qui ont des poids différents.

On n'a tenu compte que des réponses exprimées. Comme l'échantillon doit
figurer exhaustivement pour chaque question, les non-réponses ont été réparties

aléatoirement entre les modalités prévues.

Particularité de l'information disponible : il s'agit de données d'enquétes.
L'analyse porte sur un seul théme, tandis que l'information disponible sur
chaque individu est beaucoup plus vaste. L'interprétation des proximités obte-
nue sera enrichie par la projection, en variables illustratives, de catégories

d'appartenances, de comportement... ou d'attitudes par rapport a d'autres themes.

(1) Nous avons vu au chapitre II que la description d'un tel tableau conduisait & dia-

gonaliser une matrice d'ordre (59 x 59), puisque 59 = 88 - 29.
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Thémes_contenus dans_les _questions.

Les questions posées couvrent plusieurs thémes différents, relevant

tous de la politique des prestations

- la sélectivité des prestations, c'est-d-dire 1l'institution d'un cri-
tére de ressources pour l'obtention ou le calcul d'allocations parti-
culiéres (ce qui existe pour 1'allocation logement et depuis peu pour

1'allocation de salaire unique ou celle de frais de garde).

- 1'arbitrage entre prestations en nature (réduction de tarifs d'utili-
sation de services ou équipements divers, construction d'équipement) et
prestations en espéces affectées (exemple allocation logement) ou non

affectées (type allocations familiales proprement dites).

- 1'importance relative des fonctions & assumer : logement, équipement
ménager, garde, vacances, santé, services d'information ou services

culturels...

- 1'arbitrage entre financement public et financement privé pour certaines

actions.

La liste des questions retenues pour 1'analyse est donnée i 1'annexe
1 . On pourra s'y reporter en particulier pour les variables dont, faute

de place, on n'a indiqué que le numéro sur les graphiques.

Signification des réponses _d'aprés_leur proximité

Les résultats figurent sur le graphique ! (réponse des femmes) et
2 (réponse des hommes). La position relative des variables est voisine

dans les deux cas.

Le premier axe oppose les attitudes en faveur des allocations en
espéces (49), a gauche, aux attitudes en faveur des prestations en na-
ture (50) -~ question posée en général -. Plus précisément on trouve grou-
pées les réponses en faveur d'une augmentation des allocations familiales
(19), de 1'allocation de salaire unique (25), c'est—a-dire traduisant le
plus grand prix attaché aux prestations en espéces non affectées, a pro-
Ximité des réponses dévalorisant les préts pour le logement (79), les

préts d'accession d la propriété (29), la construction de maisons de

vacances (23). Toutes ces variables occupent la partie extréme gauche.
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A 1'opposé (partie droite) se situent les réponses en faveur des pres-
tations en nature (50) dont la signification se précise par leur proximi-
té avec les réponses donnant la priorité aux préts de logement (78), la
derniére place aux allocations familiales (77), les réponses diminuant les
allocations familiales (20) ou le salaire unique (26) au profit d'autres
formes d'actions et,3 un moindre titre,celles diminuant 1'allocation de
logement (35). L'absence d'intér@t pour les préts d'équipement ménager (38)

se situe également du c8té droit.

Le contenu de ces deux attitudes contraires se précise encore par
leur proximité avec des variables ne touchant pas directement a la politi-
que familiale : du cdté gauche le choix de 1'augmentation des salaires
sans réduction du temps de travail (12) (pour une répartition des gains
de productivité), du cOté droit le choix d'une augmentation des temps de

loisirs (13).

Ces résultats sont valables aussi bien en ce qui concerne les réponses
des hommes que celles des femmes. L'ordre des variables le long du pre-
mier axe est approximativement le méme dans les deux cas. Il oppose les
actions visant a un accroissement direct des ressources des familles aux
actions concernant les pré@ts logement (prestations affectées) ou 1'accds

aux services collectifs.

Pour rendre plus concréte la proximité entre certaines variables des
graphiques, le tableau ci-dessous présente les fréquences relatives obser-—

vées pour certains croisements entre les variables 74 a4 77 et les varia-

bles 49-50.
Parmi les personnes Pourcentage des personnes ayant donné aux
préférant : allocations familiales (variables 74 a 77)
la priorité la 2é& place | 1a 38 place| la 4& place
"une augmentation des H 667 177 97 87
allocations en espéces'"(49) F 687 18% 87 67
"une augmentation des H 257 177 247 357
prestations en nature" (50) F 30% 177 217 327
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entre les variables 78 i 81 et les variables 49-50

Parmi les personnes Pourcentage des personnes ayant donné aux

préférant : préts pour le logement (variables 78 a 81)

la priorité la 2& place | 1a 3é& place| la 4& place
"une augmentation des H 237 457 177 157
allocations en espéces'"(49) F 18% 497 197 147
"une augmentation des H 417 207 207 197
prestations en nature" (50) F 30% 297 247 177

Il y a indépendance - plus encore en ce qui concerne les femmes - entre

ces attitudes et les attitudes concernant 1'adoption éventuelle de critére
de ressources pour l'attribution de certaines prestations. Ces attitudes
s'échelonnent le long du second axe d'inertie. Du cOté positif 1'opposi-
tion au plafonnement du salafgzuz2) ou (5), ou la fixation d'un plafond
trés élevé, supérieur 3 5000 francs par mois (9), le maintien du systéme
actuel des allocations familiales (42), 3 un moindre titre l'attribution
d'allocations—-vacances a tous les enfants (82). Les attitudes opposées a
chacune de ces positions se retrouvent au bas des graphiques : plafonne-—
ment des allocations familiales (43) ou calcul en fonction inverse des

ressources (44), ou plafond trés bas pour le salaire unique (3), (6) et

(7), allocations vacances 3 quelques uns seulement (83).

Chez les femmes 1'opposition 3 un critére de ressources est associée

a deux types d'attitudes qui en précisent la signification

a) option pour le financement privé (et non financement de l1'Etat) pour
la construction de logements, 1'aménagement des routes, les transports

en commun (54 - 58 - 62).

b) négation de 1'inégalité des chances face & l'instruction, du rdle de

la situation des parents dans celle des enfants (67 - 72 - 73).

Chez les hommes 1'association avec les réponses a) subsiste mais un
peu moins marquée, celle avec les réponses b) n'apparalt pas. En outre il
n'y a pas tout a4 fait indépendance entre l'opposition 3 un critére de res-

sources et l'option pour les allocations en espéces.
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I-3. Introduction_de variables exogénes.

A quelles variables socio-&conomiques sont liées les attitudes précé-

dentes’?de quels groupes soclaux émanent-elles ?

- Les partisans d'une augmentation des allocations en espé&ces (a gauche
du premier axe), attachés surtout aux allocations familiales et 3 1l'al-
location de salaire unique sont les familles les plus pauvres : manoeu-
vres, ouvriers spécialisés, les familles dans lesquelles la mére reste
au foyer et les familles résidant dans les villes de province, petites
et moyennes villes. Pour elles les questions de vacances passent au
second plan, leurs problémes sont des problémes de vie quotidienne :
elles attachent plus d'importance a 1'allocation de logement qu'ad des

préts d'accession. C'est dans ce seul groupe que l'on trouve un intérét

pour les pré@ts d'équipement ménager.

- Les partisans d'une augmentation des prestations en nature (qui donnent
priorité au probléme du logement — surtout les hommes — aux préts d'ac-
cession, aux vacances) sont 3 l'inverse les familles les plus alisées,
surtout les habitants des grandes villes, les parisiens et les familles
dont la mére exerce actuellement une activité professionnelle. C'est en
particulier une attitude fréquente chez les cadres  femmes) et les em-—

ployées.

Cette opposition refléte tout 3 la fois les disparités de niveau de
vie et de condition de vie. Chez les plus défavorisés les inégalités éco-—
nomiques sont certainement plus durement ressenties lorsque la femme ne
travaille pas - on a vu les différences de ressources que cela induisait.
Dans ce cas équipements, tarifs préférentiels... semblent du superflu. Le
premier probléme est celui des ressources. Pour d'autres familles ce sont
les contraintes liées aux conditions d'urbanisation : exiguité des loge-
ments, promiscuité, temps de trajets... mais il n'est pas douteux que la
sensibilité 3 ces problémes implique déja un niveau de vie minimum. Les
tenants des prestations en nature attachent plus d'importance que les au-

tres aux domaines de consommation les plus élastiques par rapport au revenu.

Les variations le long du premier axe en fonction du niveau de vie,
sont moins sensibles dans les réponses des hommes que dans celles des fem—
mes. Chez les premiers les cadres supérieurs se situent nettement dans la

partie supérieure du graphique, vers l'opposition a la sélectivité, au
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lieu de se situer vers la droite. L'opposition des hommes & 1'institution
d'un critére de ressources plus fréquente aux statuts supérieurs, s'expli-
que probablement par la crainte de perdre des avantages acquis (1'opposi-
tion 4 la formule du plafonnement est moins rare que 1l'opposition & un
calcul en fonction des ressources). Tanéis que chez les femmes 1l'attitude

hostile & la sélectivité tiendrait plut3t 3 une attitude individualiste,

assez peu corrélée avec les variables socio—-économiques classiques.

I-4. Essai d'interprétation_des_non-réponses

Les défauts de représentativité des enquétes ne tiennent pas princi-
palement aux erreurs d'échantillonnage, mais 3 des causes moins maitrisa-
bles : une certaine sélection s'opére par le biais des refus (1) d'une
part et d'autre part les réponses ne sont pas indépendantes des circons-

tances sociales de l'interview.

L'analyse des non-réponses ou des refus partiels permet d'améliorer
un peu notre connaissance sur la nature de ces distorsions. Voici trés

briévement quelques exemples.

Les techniques d'analyse des données facilitent 1l'interprétation de
ces non-réponses a condition évidemment qu'elles ne soient pas trop nom—

breuses. Le graphique 3 ci-aprés déji commenté a &té obtenu i partir d'un

traitement des seules réponses exprimées — les autres ayant été réparties
aléatolirement - La projection de ces non-réponses en variables illustra-
tives est alors trés suggestive : l'ensemble des non-réponses aux ques—

(1) Il n'est évidemment pas facile de caractériser les refus proprement dits. On dispose
sur eux d'informations trés sommaires. Relevons cependant que le taux de refus est en
raison inverse des liens économiques avec les caisses d'allocations familiales : 36%
chez les familles allocataires, 467 pour les couples touchant des allocations préna-
tales, 607 ou davantage pour les autres personnes enquétées (jeunes ménages ou céliba-
taires). Ajoutons qu'a l'intérieur de 1'ensemble des familles allocataires, le taux de
refus diminue lorsque le nombre d'enfants augmente - alors que le caractére astreignant
des interviews et la perte de temps qu'ils représentent pourraient &prouver davantage
les méres de familles nombreuses - il est plus faible parmi les familles percevant 1'al-
location logement. L'échantillon représente au total un ensemble de personnes plus in-
tégrées au systéme des prestations familiales que la population-mére.
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tions touchant & la sélectivité se projette dans la partie supérieure du
graphique du cOté des opposants a 1'institution d'un critére de ressour-

ces (1).

Un autre ensemble de non-réponses est intéressant 3 analyser. Celui
qui concerne la question : s'il fallait diminuer certaines actions des CAF
au profit d'autres, lesquelles augmenteriez-vous, lesquelles diminueriez-
vous... Suit une énumération de 7 types d'actions en faveur des familles.
Comme on s'y attendait il y a eu plus d'"augmentation' que de "diminution",
les personnes interrogées répugnant a diminuer quoi que ce soit. Tout au
plus on "laisserait inchangé'. On observe sur le graphique 4 la position
de la non-réponse a chacune des rubriques, toujours plus proche (et du
méme cOté par rapport a F2) du point "diminuerait'" (noté par une fléche)
que du point "augmenterait'. Autrement dit la non-réponse traduit bien une
hésitation plus grande 3 "diminuer'" quelque chose et peut &tre méme une
crainte des conséquences possibles, la réponse "augmenterait" arrivant

plus spontanément.

L'analyse de la signification des non-réponses est en cours dans le cadre de la
convention de recherche CORDES n° 40/1972 : attitudes par rapport au travail des
femmes. Recherches critiques & partir des questionnaires de 1'enquéte CNAF (1971).

I1 est trop tdt pour donner des résultats systématiques, mais 1'exemple ci-
dessus, d'une non-réponse manifestant une opposition qu'on n'ose exprimer, se re-
produit fréquemment.

Voici un autre exemple simple : 4 la question "Trouvez-vous souhaitable que
des adolescents fassent partie d'associations de lycéens ?'" 24,57% des femmes et
17,87 des hommes ne répondent pas. Si on restreint 1'échantillon aux seules person-
nes ayant répondu ''mon'" & la question "Encourageriez-vous vos enfants d participer
a des groupements ?'" (question posée plus tard) les non-réponses précédentes de-
viennent respectivement 31,5% et 24,2%.
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ANNEXE 1

ATTITUDES PAR RAPPORT AUX PRESTATIONS FAMILIALES

Liste des 88 questions analysées

Nombre de

réponses
A propos de la suppression du salaire unique pour les familles
ayant des salaires élevés. Etes-vous d'accord sur cette nouvel-
le mesure
] oul 1312
2 non 211
(22)
Auriez-vous choisi une limite différente
3 - inférieure a 2.500 francs 225
4 - non, méme limite 638
5 - pas de limite, la méme chose pour tous 121
6 - 2.500 2 3.000 francs 272
7 - 3,000 3 4.000 francs 141
8 - 4.000 a 5.000 francs 13
9 - 5.000 francs ou davantage 14
(121)
Le montant de 1'allocation de salaire unique devrait-il augmen-
ter a votre avis, selon le nombre des enfants
10 - oui 1286
11 - non 246
(13)
Méme si on ne s'en apercoit pas toujours, c'est un fait que le
niveau de vie augmente, que certains secteurs, surtout dans
1'industrie augmentent leur production grdce au progrés tech-
nique. Pour répartir les bénéfices quelle serait & votre avis
la meilleure solution :
12 - augmenter les salaires et que les gens travaillent autant 943
13 - laisser les salaires comme ils sont mais que les gens tra-
vaillent moins 568
’ (34)

Quelle solution trouvez-vous préférable

14 - augmenter les allocations pour certaines catégories de fa-
milles mais ne pratiquer aucune réduction de tarif pour les
services tels que créches, garderies, gardes et activités du

jeudi, colonies de vacances .. 1014
15 = réduire pour tout le monde les allocations mais faciliter
l'utilisation des services & certaines catégories de famil-
les (par des bons, prestations spéciales, etc...) 487
(44)

® Pour 1545 femmes, entre parenthéses le nombre des non-réponses. Ces non—réponses
ne sont pas incluses comme telles dans 1'analyse matils réparties de fagon aléatoire
entre les réponses possibles.

L'analyse décrite précédemment porte sur 1383 couples, parmi les 1545 ; la diffé-
rence concerne les couples dont 1'homme n'a pas répondu au questionnaire.
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Nombre de’

réponse
Si 1'on diminuait les allocations familiales, mais qu'on facilite
par des prestations en nature (bons...) l'utilisation des services
et équipements pour enfants (créches, garderies, activités du jeudi
garderies aérées, équipements de vacances...). Pensez-vous que cela
entrainerait un changement du nombre des naissances chez les famil-
les moins aisées
16 - une diminution 419
17 = une augmentation 191
18 - pas de changement 874
(61)
Les caisses d'allocations familiales aident les familles de diffé-
rentes fagons. On énumére ci-dessous les principales formes d'aide.
$'i1 fallait en diminuer certaines au profit d'autres, lesquelles
augmenteriez-vous, lesquelles diminueriez-vous ?
- Les allocations familiales
19 - Vous Jugmenteriez 1033
20 - vous diminueriez 41
21 - vous laisseriez inchangé 450
(21)
- La construction de maisons de vacances
22 - vous augmenteriez 537
23 - vous diminueriez 369
24 - vous laisseriez inchangé 582
(57)
- L'allocation de salaire unique
25 = vous augmenteriez 937
26 - vous diminueriez 147
27 - vous laisseriez inchangé 425
(36)
- Les pré@ts aux familles pour 1'achat de logement
28 - vous augmenteriez 946
29 - vous diminueriez 134
30 - vous laisseriez inchangé 417
(48)
- Les allocations spéciales de vacances
31 - vous augmenteriez 472
32 - vous diminueriez 329
33 - vous laisseriez inchangé 684
(60)
- L'allocation de logement
34 - vous augmenteriez 789
35 - vous diminueriez 93
36 - vous laisseriez inchangé 607
(56)
- Les pré@ts aux familles pour 1'achat d'équipement ménager :
37 - vous augmenteriez 371
38 - vous diminueriez 447
39 - vous lalsseriez inchangé 671

(56)



191

Nombre de
réponses
S'11 y avait une augmentation des sommes destinées aux familles
devrait-elle étre attribuée
40 - plutdt aux familles ayant beaucoup d'enfants quel que soit le
niveau des ressources 172
41 - plutdt aux familles ayant de faibles ressources quel que soit
le nombre d'enfants 1346
(27)
Actuellement les allocations familiales sont les mémes pour toutes
les familles quel que soit leur revenu. Trouvez-vous
42 - que c'est bien ainsi 328
43 - qu'elles devraient &tre supprimées a partir d'un certain
salaire 317
44 - qu'elles devraient &tre calculées en fonction du salaire (di-
minuées progressivement lorsque le salaire augmente) 889
(1D
A votre avis dans lequel de ces deux domaines 1'Etat devrait-il
faire porter davantage son effort
45 - plutdt sur la construction et l'entretien des routes, parking.. 685
46 - plutdt sur le développement des transports en commun 803
(57)
Quelle serait 3 votre avis la meilleure utilisation d'une augmenta-
tion éventuelle des fonds destinés aux familles
47 - augmenter les allocations familiales pour toutes les familles,
mais faiblement. 439
48 - augmenter davantage les allocations familiales mais pour cer-
taines catégories de familles seulement 1078
(28)
Et des deux solutions suivantes, laquelle vous semble préférable
49 - une augmentation des allocations en espéces 1061
50 - une attribution de prestatipns en nature pour l'utilisation de
certains services ou équipements (gardes, vacances) 469
(15)
La collectivité (institutions diverses, Caisses d'Allocations) ne
peut pas tout financer ou subventionner. Dans certains domaines le
financement est privé ou il y a partage. Pour les fonctions énumé-
rées ci-dessous, comment feriez-vous le partage
- La construction de logements
51 - financement collectif seulement 481
52 - surtout collectif mais avec partage _ 645
53 - surtout privé mais avec partage 245
54 - financement privé seulement 84
(90)
- L'aménagement des routes
55 - financement collectif seulement 838
56 - surtout collectif mais avec partage 344
57 - surtout privé mals avec partage 137
58 - financement privé seulement 124

(102)



— Les transports en commun

59 -~ financement collectif seulement

60 - surtout collectif mais avec partage
61 - surtout privé mais avec partage

62 - financement privé seulement

Estimez-vous normal que 1'Etat prenne en charge en partie ou en
totalité le loyer ou les charges de certaines catégories de famil-
les ou de personnes

63 - oui

64 - non

Laguelle des solutions suivantes vous parait la meilleure pour amé-
liorer les conditions de logement

65 - que l'Etat participe lui-méme a la construction de logements
66 -~ que les initiatives privées de construction soient encouragées

Pensez-vous qu'a 1'heure actuelle tous les enfants ont les mémes
possibilités de faire des études poussées, qu'ils soient enfants
d'ouvriers ou de cadres ?

67 - oul
68 - non
69 - ne se prononce pas

Pensez-vous que la situation des parents, leurs relations ou leur
savoir-faire jouent un trés grand r6le dans la situation des enfants

70 - c'est trés important

71 - c'est assez important

72 - cela joue peu

73 - cela n'a aucune importance

S'i1 y avait une augmentation des fonds destinés aux familles & quoi
devrait-elle étre consacrée selon vous, parmi les quatre possibilités
suivantes

a — a une augmentation des allocations familiales

b - 3 la création d'équipements pour enfants en bas age
¢ - a la création d'équipements de vacances et de loisirs
d - d des pré@ts aux familles pour le logement, 1'équipement ménager

On retient les deux rubriques suivantes
— A une augmentation des allocations familiales

74 - ordre de préférence 1
75 - ordre de préférence 2
76 - ordre de préférence 3
77 - ordre de préférence 4

- A des préts aux familles pour le logement, l'équipement ménager

78 - ordre de préférence 1
79 - ordre de préférence 2
80 - ordre de préférence 3
81 - ordre de préférence 4
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Nombre de
réponses

711
399
183
146
(106)

1257
265
(23)

721
738
(86)

616

858
66
(5)

510
718
219
81
(17

828
276
194
210
(37)

352
597
330
224
(42)



Laquelle de ces deux solutions jugez-vous préférable :

82 - donner une allocation vacances modeste mais 3 tous les enfants

83 - donner une allocation plus importante mais 3 certaines catégo-
ries d'enfants seulement

Prés de chez vous, dans votre localité, dans votre quartier... 1&
ol vous utilisez ou utiliseriez les services et les équipements
correspondants, quel est votre sentiment sur ce que 1'on fait pour
la famille en général

84 - beaucoup de choses

85 - pas assez de choses

86 - vraiment peu de choses
87 - rien du tout

88 - ne se prononce pas
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Nombre de
réponses

706

815
(24)

209
341
323
311
351
(10)
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EXEMPLE 2*

IT - LES BUDGETS FAMILIAUX DANS LES REGIONS DE LA C.E.E.

Cette analyse est un exemple de traitement classique d'un tableau que
l'on peut assimiler 3 un tableau de contingence. Elle est surtout intéres-—

sante par ses résultats

Le degré de ressemblance entre les profils de consommation des différen-

tes régions est fonction de leur proximité géographique.

En d'autres termes, lorsqu'on traite par 1'analyse des correspondances
le tableau des structures de budget de tous les groupes socio-géographiques
€tudiés, on obtient dans le plan des deux premiers facteurs la carte géogra-
phique de la C.E.E. - un peu stylisée mais facile & reconnaitre : le premier
facteur reproduit approximativement 1'axe Sud-Nord, Sicile - Hambourg, le
second, l1'axe Ouest-Est, le troisiéme axe oppose pour chaque pays, pris sépa-

rément, les ouvriers aux employés et fonctionnaires.

A 1'intérieur des trois grands pays ; Allemagne, Italie, France, les diffé-
rences entre ouvriers et employés-fonctionnaires, l'emporte sur les différen-
ces régionales, mais surtout elle 1'emporte dans certains cas sur la nationa-
lité : les ouvriers néerlandais sont plus proches des ouvriers allemands que

ne le sont les employés-fonctionnaires allemands eux—mémes.

[I-1. Présentation_des_variables_analysées.

Une enquéte sur les budgets familiaux a été effectuée en 1963 dans
les six pays de la communauté. Les résultats en ont été publiés par
1'Office Statistique des Communautés Européennes (l). C'est une partie

de ces résultats, la publication régionale, que nous analysons ici.

(1) Cette enquéte a fait 1'objet de sept publications : Office Statistique des Communautés
Européennes, 0.S.C.E. : Budgets Familiaux 1963-1964. Série Spéciale. Les numéros 1 i
6 concernent chacun des six pays séparément. Le volume 7 donne les résultats au ni-
veau des régions pour les trois pays Allemagné, France et Italie.

* Cet exemple est publié en partie, in : Consommation n°l, 1972 p.79-90 et intégra-
lement in : BENZECRI J.P. - L'analyse des données - Tome 2 — DUNOD - 1973.
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L'enquéte auprés des ménages est la méthode de recueil de données
la plus directe et la nomenclature des biens et services de consomma-
tion retenue par les experts est suffisamment détaillée et précise
pour que chaque rubrique corresponde au méme contenu pour chacun des
pays étudiés. C'est sans doute un matériau statistique relativement
fiable pour des comparaisons internationales. Peu de problémes de con-
cepts, et si les techniques d'enquétes ont été quelquefois différentes,
il n'y a pas de raison de penser que 1'ordre de grandeur des erreurs

de mesure soit trés différent.

On a ainsi tenté, par curiosité, une comparaison des profils de
consommation des ménages de la communauté, comme si celle-ci était un
ensemble de 3] régions. Les dépenses moyennes de consommation par ménage
figuraient en monnaie nationale dans les publications de 1'0.S.C.E.

Elles ont été converties icli en unité de comptes commune, le franc belge,
au taux de parité monétaire de 1963 (1). Avec la méthode statistique
adoptée, l'analyse des correspondances, ces taux ne jouent que comme
coefficients de pondération de chacun des pays. Leur modification ne

changerait rien aux résultats qui vont suivre.

L'ensemble des salariés (non agricoles) de la Communauté a été di-
visé en sous-groupes distinguant les ouvriers des employés—-fonctionnai-
res et isolant les grandes régions pour l'Allemagne, la France et

1'Italie.

Au total on obtient 55 sous-groupes combinant le statut profession-
nel et la région. La définition de ces unités socio-géographiques est
donnée 3 1'annexe 1. Le budget des ménages constituant ces unités est
décomposé en 65 postes de consommation auxquels on a ajouté le montant
des cotisations de Sécurité Sociale et les impdts, soit 67 rubriques

dont la liste et le montant sont donnés A 1'annexe 2.

Ce travail est 1l'analyse du tableau dont l1'élément Xij est la
dépense moyenne annuelle évaluée en francs belges des ménages apparte-—
nant 3 1'unité socio-géographique 1 pour le poste de consommation j.
Ce tableau, trop volumineux (55 lignes , 67 colonnes), est épargné au

lecteur.

——— e e e o ot S e e . e e S

(1) Les taux de conversion sont les suivants
I Deutschmark = 12,5 FB - 100 Lires = 8,0 FB - | Francs frangais = 10,2 FB -
1 Florin = 13,8 FB - 1 Franc luxembourgeois = | FB.
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La méthode utilisépest 1'analyse des correspondances.

L'économiste est familiarisé avec la notion de coefficient budgé-

taire et 1'expression suivante retenue comme distance entre deux pays

1 et i' semblera assez naturelle.
r 2
x xij xi'j
229 e —
d°(i,i") = > — |/ - —
] x X. x
] 2] y )
—X €tant la consommation totale du pays 1, Xij/xi son coefficient
budgétaire pour le poste de consommation j
X .
-]
-~ est le poids du poste j dans la consommation totale de tous

les pays €tudiés. On pondére les différences ci-dessus par l'inverse de
.. - _ .m = 2
ce terme, ce qul réduit le rdle éventuellement joué dans d par des

postes de consommation disproportionnés par rapport aux autres.

Notre intention n'est pas de remplacer le tableau de consommations
par un autre, celui des distances deux 4 deux, méme s'il est un peu plus
petit, mais de représenter sur une figure tous les pays disposés de fa-
gon 3 respecter au mieux leurs distances relatives. Ainsi on jugera d'un
seul coup d'oeil les pays proches, c'est-a-dire ceux qui auront des pro-
fils budgétaires voisins, et les pays éloignés. C'est un des résultats

de 1'analyse des correspondances, le graphique 2 le résume.

De la méme fagon on calcule des distances entre les dépenses de con-
sommation. La formule est la méme que ci-dessus en intervertissant les
indices 1 et j : il ne s'agira plus de coefficients budgétaires mais
de "la part consommée par un pays par rapport a tous Jes autres pour un
produit donné'". Deux consommations seront voisines si chaque pays consom-

me la méme proportion de chacune d'elles.

On pourrait se limiter 13, sans chercher 4 savoir pourquoi deux pays
sont voisins, c'est-d-dire quelles sont les consommations qu'ils privi-
légient, quelles sont celles qu'ils rejettent. Pourquoi deux produits
sont volisins c'est-a-dire quels sont les pays qui en prennent la plus

grande part... ou la plus petite.



La représentation simultanéé des deux ensembles de distances est

possible. C'est cette représentation que nous commenterons maintenant.

Le graphique 1 est le résultat, limité au plan des deux premiers
facteurs, d'une analyse des correspondances effectuée sur le tableau
initial. I1 contient 63,77 (41,37 et 22,47 pour le premier et le second
facteur respectivement) de 1'information contenue dans ce tableau (1).
C'est la présentation plane qui respecte le mieux les similitudes entre
régions d'une part : les régions les plus proches ont des profils de
consommation les plus semblables, et entre dépenses d'autre part : les
consommations : les consommations les plus proches sont celles qui ont

les mémes amateurs.

Par contre la distance terme & terme entre une dépense et un pays
n'a pas de sens ; mais la position d'un pays par rapport 3 1'ensemble
de toutes les consommations en a un : il se rapproche des postes de bud-
get pour lesquels il a, par rapport aux autres pays, les coefficients
budgétaires maxima. L'Italie est ainsi proche des consommation-d'huile,
riz, pates, loin de la margarine ou de la confiserie dont les amateurs

sont allemands ou néerlandais...

II-2. Interprétation_des_axes d'inertie

Vu la disparité des niveaux de consommdtion totale entre les groupes
étudiés (de 1 @ 3 entre les ouvriers des Abruzzes et les employés—fonc-
tionnaires parisiens) on aurait pu s'attendre A ce que l'un des axes

principaux s'interpréte en fonction du niveau de vie

- sur le premier axe factoriel par exemple, les dépenses semblent s'éche-
lonner en fonction de leur élasticité par rapport au revenu : plus de
dépenses alimentaires & gauche, dépenses de loisir ou d'aménagement
d'intérieur, ou d'assurances... a droite. (A quelques consommations
pres que l'on pourrait considérer comme des particularités propres a
certains pays expliquant les oppositions : boissons alcoolisées a
boissons non alcoolisées, boeuf - fromage — poissons & porc - charcu-

terie, huile 4 margarine, légumes & pommes de terre, etc...).

- Les 3éme, 4eme, 58me et 6éme facteurs représentent respectivement V!,17, 4,67, 3,47,
2,57 de la dispersion totaie Ainsi on peut, dans un espace 3 6 dimensi.ns, repré-
senter 857 de 1'information contenue dans i'espace initial & 55 dimensions dont les

points seraient les dépenses, ou l'espace 3 67 dimensions dont les poinis secalent
les pays.
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- la direction de la premidre bissectrice pourrait elle aussi faire
croire & des disparités de niveau de vie, du fait du décalage vers
le haut des employés fonctionnaires par rapport aux ouvriers. La con-
sommation totale est un estimateur de niveau de vie moins contestable
pour des comparaisons faites 3 l'intérieur d'un pays qu'entre pays. Or
cette consommation totale n'augmente pas le long de cet axe. En parti-
culier Rome, ol le niveau de consommation est le plus élevé, occupe

toujours le centre de 1'Italie, sa position géographique (1).

- le troisiéme axe qui oppose les ouvriers aux employés—fonctionnaires
n'est pas non plus un axe de niveau de vie malgré la séparation entre
dépenses alimentaires et non alimentaires : les pays se situent appro-
ximativement au méme niveau sur cet axe pour chacune des strates. Tout
se passe comme si, ayant analysé deux groupes sociaux, on obtenait
deux analyses identiques, les deux premiers facteurs, avec un décalage,

le troisiéme facteur.

L'essentiel de 1'analyse est contenu dans le premier plan et son
interprétation est fort simple : 1'analogie avec la carte géographique
du marché commun est frappante. Elle 1'est davantage sur le graphique 2

oi le premier facteur, axe Nord-Sud, est présenté verticalement.
I1-3. Proximité entre dépenses_de consommation.

Il ne se forme pas de partition de dépenses i proprement parler,
telleque chaque classe serait caractéristique d'un pays ou d'une région
donnée (2). Mails plutdt une évolution continue avec quelques rubriques
excentriques les impdts par exemple (Pays-Bas — Allemagne) ou les coti-
sations de Sécurité Sociale qu'on notera opposées aux dépenses de santé

(France).

On a vérifié la stabilité du plan des deux premiers facteurs pour chacune des deux
catégories sociales analysées séparément, dans les deux cas la configuration est la
méme. On a Egalement vérifié la stabilité de ce plan lorsqu'on enléve des postes de
consommation trés typiques tels la margarine, 1'huile, les pites....

Avec un seull de distance trés faible (d2 € 0.06) on trouve les achats de véhicules
et les dépenses de carburants propres 3 la France et quelques autres assocliations qui

-~

se regroupent toutes 3 un seuil légérement plus élevé.
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L'axe Nord-Sud oppose les consommations exprimant un intérét pour
le logement, tant du point de vue de 1'aménagement et du confort que
du point de vue des activités, aux consommations manifestant davantage

la vie a 1'extérieur.

Ainsi les dépenses suivantes :

- linge de maison (Allemagne (1) — Italie (1)

~ textiles d'ameublement (Pays-Bas ou Allemagne - Italie)

~- articles et accessoires (Pays-Bas ou Allemagne - Italie)
ménagers s

- ameublement (Pays—Bas - Italie)

- entretien (Luxembourg - Italie)

et également celles de :

- livres (Pays-Bas - Italie ou France)
- disques, jouets (Pays-Bas - Italie)
- radio, électrophones (Pays—-Bas ou Allemagne — Italie)

se situent a droite du premier axe (et méme sous la premidre bissectrice),

tandis que les dépenses ci-dessous se situent 2 gauche :

— transports publics (Italie - Luxembourg ou Pays-—Bas)
- hdtel, logement de vacances (Italie - Luxembourg)
~ spectacles, vacances (2) (France ou Italie - Belgique)

Cette opposition pourrait aussi traduire un niveau de technicité

plus elevé dans les pays du Nord.

On remarquera l'opposition entre les dépenses d'habillement pour hom~
mes (vétements et surtout chaussures), situées i gauche et celles pour
femmes a droite. Les premiéres sont supérieures aux secondes en France et
en Belgique et surtout en Italie et la disparité est encore plus grande
chez les ouvriers que chez les employés—-fonctionnaires. Quant aux diffé-
rences bien connues des régimes alimentaires, elles sont exprimées de

fagon presque caricaturale sur le graphique 1.

(1) Le premier pays de la parenthése est celui ol le coefficient budgétaire de la dépense
concernée est le plus élevé, le second celui ol il est le plus bas.

(2) Non compris frais d'hdtel et transports vacances.
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II-4. Comparaison des distances entre groupes socio-géographiques

Cette distance est l'expression d2 calculée pour tous les couples
formés A partir des 55 unités socio—géographiques de base. L'importance
des deux premiers facteurs est telle que ces distances sont & peu prés
respectées dans la figure 1. Mais cette figure donnant la représentation
simultanée de 1'espace pays et de l'espace consommation, contient trop
d'informations pour une lecture claire des distances seules ; celles-ci

sont reprises au graphiques 2.

Les 55 unités socio-géographiques de départ ont &té réduites a 28

par regroupement des unités telles que d2 < 0.09.

Les plus petites distances intéressent toujours un méme pays et un
méme groupe social. On est donc passé de 55 a 28 groupes en regroupant
les ouvriers de certaines régions d'un méme pays, ou les employés-fonc-

tionnaires. Ce premier stade concerne donc seulement les trois grands

pays.

L'Allemagne est le pays le plus homogéne des trois. C'était visible
sur le graphique 1. Il ne subsiste que deux régions celle de Hambourg
et toutes les autres (d2~$.0.08).

Pour la France le regroupement est différent selon qu'il s'agit des
ouvriers ou des employés-fonctionnaires. Pour les premiers on passe des
neuf régions initiales i six en regroupant seulement : Bassin Parisien -
Est - Sud-Est - Midi (d2<; 0.008). Pour les seconds deux régions restent

distinctes : Paris et le reste de la France (d2 < 0.09).

L'Italie est le pays ol la diversité des comportements est la plus
grande. Des dix régions analysées initialement pour les ouvriers on en

conserve sept, regroupant Seulement

Lombardia - Tre Venezie - Emilia (d2 < 0.08)

Puglia - Sicilia e Sardegna (d2 = 0.07)

Les employés-fonctionnaires se répartissent en trois régions au lieu de
cing.
. . . g 2
L'Italie septentrionale : Piemonte, Tre Venezie (d° = 0.06)

L'Italie médiane : Roma e Provincia inchangée

L'Italie méridionale : Puglia, Sicilia e Sardegna (d2 = 0.08]
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Ce premier stade de regroupement fait, on obtient entre les 28 uni-
tés restantes les distances relatives figurant au graphique 2. (L'annexe

4 donne les chiffres correspondants).

La figure 2 ressemble bien & la carte du marché commun avec aux

deux extrémités : Nederland - Hamburg et Campania - Abruzzi - Calabria (D

Les plus petites distances (d2<; 0.1, en traits forts) n'existent
qu'a l'intérieur d'un pays et d'un groupe social. Le découpage géogra-
phique de 1'Allemagne pourrait €tre supprimé complétement, les diffé-
rences régionales de comportement budgétaire y sont négligeables compa-—

~

rées 3 ce qui existe en France et surtout en Italie.

I1 vy a dans les pays du Nord de la Communauté une proximité plus
grande entre ouvriers de pays différents qu'entre les ouvriers et les

employés-fonctionnaires d'un méme pays.

- Les ouvriers néerlandais ont un comportement plus proche des
ouvriers allemands (d2 = 0.17 ou 0.18) que des employés—-fonction-
naires de leur pays (d2 = 0.23). C'est trés visible sur le graphi-
que 1 ol les constellations "ouvriers" et "employés-fonctionnai-

res" sont bien distinctes.

- Les ouvriers belges et luxembourgeois proches entre eux, sont re-

lativement 8loignés des employés—fonctionnaires de leur propre

pays.

Ce n'est plus vrai pour 1'Italie et la France, méme en prenant les
régions extrémes : les employés-fonctionnaires ne se ressemblent pas
plus que ne se ressemblent les ouvriers, alors que la dispersion de la
consommation totale serait plutdt plus faible chez les premiers : les

distances moyennes entre régions sont approximativement les mémes pour

les deux catégories sociales.

La disposition des pays sur le graphique 2 est la méme que sur le graphique 1 - a
regroupement prés indiqué ci-dessus. Par rapport au graphique 1, 1'information sup-—
plémentaire-est la distance d?2 indiquée par des traits—tirets ou points qui don-
nent une idée des proximités entre pays dans 1'espace complet - non limité aux

deux premiers facteurs.
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Bref, 1l'explication des différences de comportement de consommation
des ménages de la Communauté semble relever plus de la géographie que
de 1'économie, - malgré les disparités de niveau de vie. L'Allemagne

seule semble trés homogéne et proche des Pays—Bas.

Nous venons de remplacer un tableau de chiffres par une présentation
graphique a la fois trés suggestive et réduisant l'information 3 ses

€léments les plus significatifs.

On pourrait imaginer de substituer ces analyses & la plupart des
publications de chiffres, les comptes-rendus d'enquétes en particulier.
Beaucoup trop lourdes pour les lecteurs qui en attendent un résultat,
elles sont presque toujours insuffisantes comme produit intermédiaire,
pour le chercheur qui souhaite les analyser. Dans ce dernier cas, 1'é-
change des fichiers de base, carthotéques ou bandes magnétiques, plus
€conomiques et facteur de progrés, devrait &tre depuis longtemps géné-

ralisé.

Du point de vue de 1l'utilisateur final, l'effort de passer au cri-
ble les données serait certainement payé de retour : l'information ra-
menée a4 ses traits les plus pertinents, plus largement diffusée : les
chiffres réduits & leur valeur qui n'est que relative ; le statisticien
lui-méme aurait peut-&tre des surprises, les critéres de tri tradition-

nels n'étant pas toujours les plus efficaces.



ANNEXE 1

HAnBOURG

NORDPRHEIN -
WESTFALEN

PARISIEN

ALLE
YAOSTA

SUpD- OUEST

MEDI TERRA NEE

COMMUNAUTE ECONOMIQUE EUROPEENNE

Découpage régional &tudié

205



ANNEXE 11
PARTITION GEOGRAPHIQUE ETUDIEE

206

Nombre de ménages enquétés ,n, et consommation totale par ménage, CT.

Ouvriers Employés, fonctionnaires
n cTl n cT!

ALLEMAGNE
Schleswig=-Holstein 200 1321 132 1659
Hamburg 156 1544 158 2146
Niedersachsen''Bremen 705 1313 39] 1725
Nordrhein-Westfalen 1675 1450 831 1885
Hessen 409 1335 283 i821
Rheinland-Pfalz 304 1331 238 1793
Baden-Wurttemberg 687 1369 427 1874
Bayern 814 1324 476 1764
Saarland 135 1469

1385 1839
FRANCE
Paris 794 1845 985 2582
Bassin parisien 692 1445 392 1908
Nord 586 1490 292 2236
Est 673 1541 370 2117
Ouest 525 1235 293 1793
Massif-Central 194 1274 469 1845
Sud-Ouest 623 1339
Sud-Est 703 1506 388 2067
Méditerranée 523 1471 421 2147

1506 2173
ITALIE
Piemonte, Valle d'Aosta, Liguria 710 1249
Lombardia 934 1378 671 1879
Tre Venezie 682 1178
Emilia, Romagna, Marche 389 1142
Toscana, Umbria, Alto Lazio 407 1162 253 1788
Lazio meridionale, Campania 436 935
Abruzzi e Molize 220 865 300 1523
Puglia, Basilicata, Calabria 268 974
Sicilia e Sardegna 790 956 253 1472
Roma e provincia 553 1397 379 1954

1163 1770
BELGIQUE 2786 1516 1611 2277
PAYS-BAS 2619 1437 1572 2237
LUXEMBOURG 1084 1710 723 2180
1 - Unité : 100 francs belges.
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NOMENCLATURE. DES BIENS ET SERVICES RETENUS

ET DEPENSE MOYENNE CORRESPONDANTE!
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NoOVU e W N

O

10

11
12

13
14
15
16

17
18
19
20
2]
22
23
24
25
26
27

28
29

30

31

32

33

34

Pain

Patisserie (frafche et
autre)

Riz, pites alimentaires
Céréales et farines
Boeuf

Porc

Charcuterie, lard, jambon
abats

Volailles, lapin, gibier
Veau, mouton, plats cui-
sinés

Poissons, mollusques et
crustacés

Fromage

Lait, créme, fromage
blanc, bouillies pour
bébés

Oeufs

Beurre

Margarine

Huile, graines animales
et végétales

Agrumes et bananes
Fruits

Pommes de terre

Légumes

Sucre

Confiture, confiserie
Epices, ingrédients,
fécule

Café, thé

Boissons sans alcool
Boissons alcoolisées,
alcool

Repas et consommations &
1'extérieur du domicile
Tabac

Vétements hommes, gar-
gonnets

Vétements femmes, fillet-
tes

Tissus, layette, fagon et
réparation de v€tements
Chaussures hommes, gar-
gonnets

Chaussures femmes, fillet-
tes

Réparation de chaussures

3559
1811

1021

592
3757
1682

3958
1813
3024

1498
1828

3093

1440
2127
657

1283

1192
2035
994
3515
952
1416

608

1740
822

4111

3563
2839
5757

5528

1674

1414

1364
473

35
36

37
38

39

40
41
42
43
44

45

46

47

48
49
50
51
52

53
54

55
56
57

58

59

60
61
62
63
64
65

66
67

Loyer et charges 13573
Com?ustlbles liquides et 3777
solides
Electricité 1917
Gaz (de ville, butane, pro- 1445
pane...)
Réparation du logement, 1791
frais de chauffage
Ameublement 3511
Linge de maison, literie 941
Textiles d'ameublement 466
Equipement ménager 2888
Articles et accessoires
- ; 1025
ménagers, valsselle...
EnFretlenf blanchissage, 2376
teinturerie
Assurances mobiliéres,
services domestiques, loca- 1400
tion d'appareils,, .
Articles de toilette, par-
. 1075
fumerie, savons...
Salon de coiffure, de beauté] 1199
Services médicaux, pharmacie| 2670
Transports publics 1787
Véhicules 5126
. i [y . .
FFals d'utilisation de vé 5931
hicules
P. et T., déménagement 1567
Livres, journaux, périodi- 1369
ques
Télévision 1330
Radio, tourne-disque... 585
Articles sport, camping, 450
photo...
Di§ques, plantes, jouets, 1566
animaux
Spectacles, vacances% ser-—
. g 3028
vices de loisirs
Enseignement 1584
Bijouterie, articles divers 1017
Assurances privées 2658
Religion, cérémonies, dons 2005
Dettes et emprunts 1676
Hotel, logement de wvacances 913
Consommation totale 145786
Cotisation Sécurité Sociale | 10000
Impdts 7761

1 - En franc belge, par ménage et par an, pour l'ensemble des salariés de la C.E.E.(1963)
2 - Dépenses de vacances exception faite du transport (dans 53) et de 1'hdtel (dans 65).
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ANNEXE 4

DISTANCE DE x? ENTRE LES UNITES SOCIOGEOGRAPHIQUESA

] - Le terme général de cette matrice symétrique est le carré de la distance entre deux pays 1 et 1' :

telle qu'elle est définie pa

ge 2.

-------------------------- +-—--~+---—~o—-o--o-oo--vw--»-+e=~~-¢~—a-~+--~~-+--~~-+-—~-—y---—-+-—-a-v-oa——+-----
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
CESIGNATION
DES VARIABLES

——————————————————————————————— 4———-—+-———-+——-—-+—--——ﬁ—-—-—+-----ﬁeo-—»+——-——+————-+---—~$—-———+—-——»#—»———+-—-——
1 Pays-Bas (Employés, Fonction.) | @8- O¢l6 0818 0#22| 0e27 O0e37] 0828 O#47 0849 0849 0842 O046| 0.64 0.84
2  Hanbumg " " O#l6 em® 0806 O0¢40| 0825 O37| 0¥26 O0#39 0848 O0#47| 0834 0s4l] 0.52 0.73
3 Deutschland (- Hamburg) " O#18 006 w8 Oe28| O#18 O#20| O0#19 Oe32 O0#31 O0#32| 0#35 Oe34| 0844 0.54
4 Pays-Bas (ouvriers) 0822 O0#40 0Os28 B Osl7 O#l7| O#33 OQw#4S 0825 0Q#26, 0.55 OQ#46. 0.53 0.55
5 Hamburg (ouvriers) 0827 0825 (Qe¢l8 O0+¢17 o 0807 0%29 O0#40 0826 0#23| 0#49 O0#47, 0845 0.50
6 Deutschland (- Hamburg) (Ouyr.)| O0#37 O#37 0820 O«17! 007 =EB C#31 O#4l Ce2l O0#l9] 0.56 O0#47| 046 0u43
7 Belgique (Employés, fonction.) | 0#28 0826 019 0#33| 0#29 Oe3l| @B Os23 Osl3 Oe21| 0020 Owi6| O3l Os37
8 Imxammurg(Emphwés,fonmﬁon» O#47 0#39 O0#32 O0#45| 0840 0#4l| Ce23 =B 0832 0#25] 0340 O0#34| 0#46 0.54
9 Belgique (Ouvriers) 049 OQO#48 0831 0%25] 0#26 Oe21l| 0#13 0#32 =B O#l2] 0%42 0827 0%31 O0+¢18
1C Luxembourg (Ouvriers) 049 0#47 0832 0826] 023 0«19 0s21 0#25 Usl2 B O0#37 O#26) 022 O0e28
11 Paris (Employés, fonction.) O#42 CQOwu34 Q835 0.55| 0949 0.56| 0#20 040 Ow42 OQO«37) G O0809| Oel6 Ov47
12 France (- Paris) (Empl. Fonct.)| 0#46 0O#4l 0#34 O#46| 0847 O#47| 0%l6 0#34 0827 0826| 0s09 @B | Os#l4 028
13 Paris (Ouvriers) O0.64 0.52 0¢44 0.53] 0845 O0#46| 0831 0846 0#31 (0#22] Oele Ov»ls| B 0824

14 Nord (Ouvriers) 0eB84 (0e73 0454 0655 050 0#43| 0#37 0.54 O0#l8 O0#28| 0847 O0#28| O¥24 @R
15 Ouest (Ouvriers) 083 0e74 0.56 0.60] 057 0#50| 0#39 0.53 0#26 0#29| 0838 O0#19| 0920 Oell
16 Massif-Central (OQuvriers) 086 0Qe75 0457 0.59] 059 0#50] 0#44 0.54 0832 0#29| 0%¥40 O0#23| 0Oel7 Oel7
17 Sud-Ouest (Ouvriers) 0¢96 086 067 0.7l 069 0.60] 054 0.63 0%43 0%39| 0#49 0830| 0827 Os#3l
18 Bas.Paris. Est Sud-Est Midi 0.68 0.61 0%45 Ow%44] 0245 O0®39! 0830 043 0820 020 0%29 Osl2| O¢ll Osll
19 1Italie du Nord (Empl. fonction)] 0«62 0+62 053 0.52| 0846 0949| 0834 0.51 O#40 O0¢30]| 0#29 0#23]| 0826 Ow48
20 Italie du Sud (Empl. fonction) 086 084 0e69 0¢65] 059 060 054 0.68 0,51 O0#4l| 0.58 O0#44| 0845 0.63
21 Ttalie du Centre (Empl. fonct.)| 082 0.77 0.65 0.67| 0.58 0.61]| 0247 0.60 0.51 037 0e45 037! 0839 0.65
22 Piemonte, Aoste, Liguria (Ouv.)| 0693 089 072 0462 056 0.56| 0.61 0.68 0#47 0%32| 0.61 O0O#47| 0835 OQus7
23 1lombardia,Tre Venezia,Emil. Mar| 0«90 0.85 0.67 0.59| 0.53 0#48] 0.53 0.66 0e38 0e32| 0.57 O0e42| Oe32 Ou38
24 Toscana,!mbria,Alto Laxio (Ouv) 109 1.04 084 O0.78] 0,70 0.66] 0.69 0.8l 0.54 Q0848 0.74 0.56| 0#46 0.51
25 Lazio Meridionale,Campznia (an 153 1.45 1.22 1412 102 0.98! 1.13 1.24 0.91 0.81| 1.24 1.05! 0.91 1.00
26 Abruzzj e Molizi (Ouvriers) 144 1<33 1.10 1.06| 0.93 0.87| 1.00 Llell 0.78 0.69| 1.09 0.88| 0.75 0.74
217 Puglia,Calab.Basil.Sicil.Sarde.] 1«36 131 1.08 0¢97! 0492 085 095 1.07 0.75 0.67| 1.08 0.85| 0.77 0.83
28 Roma e Provincia. lel6 1.07 0.88 0.84| 0673 O0.71| 0.74 085 0.61 0850] 0.8l 0.68] 0.56 0.72
------------------------------- ﬁ--w—-+u----+--~--+~--——p--~a~+_—---v--“~u+~~-=u@-~--~+a--~-ﬂ—-—--4--«--#---«-0~~»-—



Annexe IV - (sulte)

E = e = = =2 - e = =m—a - — —

Pays-Bas (Employés,fonction.)
Hamburg " "
Deutschland (-Hamburg) "
Rays-Bas (Ouvriers)

Hamburg (Ouvriers)

Deutschland (-Hamburg) (Ouv.)
Belgique (Employés,fonction.)
Luxembourg (Employés,fonct.)
Belgique (Ouvriers)

Luxembourg (Ouvriers)

Paris (Employés,fonction.)
France (-Paris) (Empl.fonct.)
Paris (Ouvriers)

Nord (OQuvriers)

Quest (Ouvriers)
Massif-Central (Ouvriers)
Sud-Quest (Ouvriers)
Bas.Paris,Est,Sud-Est ,Midi (0)
Italie du Nord (Empl.fonct.)
Ttalie du Sud (Empl.fonction.)
Italie du Centre (Empl.fonct.)
Piemonte,Aosta,Liguria (Ouv.)
Lombardia,Tre Venezia,Emil.Mar
Toscana,Umbria,Alto Lazio (Ouv)
Lazio Meridionale,Campania (Ou)
Abruzzi e Molizi (Ouvriers)
Puglia,Cal b.Basil.Sicil.Sarde

Roma e Provincia (OQuvriers) J

- p = = $———— tm————- o ——— to———— tm———- S p————— tm———— +
i5 16 17 18 149 20 21 22 3 24 <5 26 27 28
______________________ m---____-_-__-_-__‘__--____-___-____-_---___---___--__--_-__-
UeB3 0eB6 0Ue36 068 Cebl 086 0e82f 0693 0.90 1.09 1.53 1.44 1l.36 1.16
Cel4 0Qo75 CeB5 Gobl| 062 084 QoTT| 0689 0685 104 145 1e33 1.31 1.07
Ge56 0e57T 0Ueb6T 02845 0653 (069 065 0el2 0667 0e84 1.22 110 1.08 0.88
Ue0U 0e59 Qell 0%44] 0652 065 0467 0e62 0659 078 lell 1.06 0.97 0.84
Ce57 0699 0.63 0#45] 0#46 0.59 0.58]| 056 0653 0.70 1.02 0.93 0.92 0.73
C#50 O0#50 C.60 O0#39] O#49 0.60 0.61] 0ed6 0#48 066 0.98 0.87 0.85 Q.71
O#39 0#44 054 0%30] 034 0.54 0#47| 0.6l 053 0.69 1.13 1.00 0.95 0.74
Ce93 0454 0e63 0#43] 051 0.68 0e60] 0468 0.66 081 l1e24 loll 1.07 0.85
Uel6 0932 0#43 0820 U#40 0.51 0.51| 0#47 O0#38 0.54 0.91 0.78 0.7% 0.61
Uec¢9 0#29 U#39 Qu20| U030 Ow4l 037 O#32 0832 O0#%48 (0.8l 0.69 0.67 Q%50
O#38 C#40 O#49 0%29! 0#29  0.58 C#45] 0.61 057 Q.74 1l.24 1.09 1.08 0.81
C#l9 O#23 (0830 Q0#12 0%23 0844 QO#37] C#47 0842 056 1.05 0.88 0.85 0.68
C#20 O#17 0#d7 Q#ll] 0826 0#45 0#39] 0#35 0832 0#46 0.91 075 0.77 0.5%6
Cell Ow#l7 O#31 GCe#ll| C#48 0.63 0C.65] 0847 0#38 051 1.00 0Oe74 0.83 0.72
= O#13 0#23 0#08| 0840 0.51 0.53] 0#45 Q#36 0#47 0.94 0.70 0.75 0.67
013 ol C#l1l8 O0O#08) 0#40Q 0850 0.50f 0#395 O0#31 O0#39 Q.85 064 0.67 059
C#23 0218 =B Oslé4| Ce37 (O#38 0#43] 031 0%25 O0#31 0.60 0O#46 0%48 045
CsC8 0#08 0O%l4 B Ce28 0#379 0#39] O#31 0824 O0#36 0.77 0.61 0.60 0.50
C#4C 0O#40 (#37 028 D O#l4 O0#09] 0820 O0#l6 025 0.58 0.51 0%49 029
Ue51 0850 0#38 0#39| Orl4s B O#08] QO#le O0el5 0#l5 0824 0825 0Oel8 O0#l13
Ce53 0.50 0U#43 0O#39) C#09 0#083 =B O#17 O0#20 O0O#24 O0#39 (0#42 0e36 0«l3
C#45 0835 u#3l 0#31! 0#20 O0O#le 0O#l7| - 0209 O(O#l2 0#29 0#23 0#27 0O#l3
0#36 0#3]1 0#25 0#24| G#l6 0#15 0#20] 0#09 = 008 (031 0#23 0#%24 O#l6
Ues? 0#39 uUe3dl 0%36| 025 0#15 0#24| 0#lZ (0308 B O0#24 0#17 0O#20 0#15
CeS4 085 0.60 0.77] C.58 0#24 0#39] 0829 0#31 024 B Osl2 O0#06 Ouls4
Ue10 0e64 0846 (61| 051 0#25 O0O#4c¢l 0823 0823 0#17 0+v12 @B Os13 0#%22
075 0.67 (0#48 0.60] 0#49 0O#18 0#36f 0#27 0Q#24 0#20 0806 O0O¢l3 @B 0s18
Ce67 0.59 (#45 0.50] C#29 0#13 (3:13L O#l3 O¢l6 0%15 0O#l4 (#2Z 0Oel8 @B .‘i

_______________________ e e e e e e e ot e e e o o
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EXEMPLE 3

IIT - STRUCTURE DE LA POPULATION D'UN ECHANTILLON DE COMMUNES SELON LE TRAVAIL
FEMININ ET LE NOMBRE D'ENFANTS

L'analyse porte sur l'ensemble des communes ou arrondissements
retenus pour le sondage de l'enquéte CNAF 1971, soit 104 unités géo-

graphiques dites ici "communes-é&chantillon'.

L'échantillon de cette enquéte a été construit de fagon 3 obtenir
une représentation identique des familles quel que soit le nombre des
enfants et le fait que la mére travaille ou non. Pour le tirage et le
redressement de cet é&chantillon, on a donc obtenu des Caisses d'Allo-
cations Familiales les statistiques par commune des familles alloca-

taires selon les trois variables sulivantes croisées entre elles :

1 - perception ou non du salaire unique
2 - nombre d'enfants allocataires de 2 a 5
3 - 3ge de 1'alné des enfants allocataires en 4 classes (0 - 5 ans,

6 - 9 ans, 10 - 14 ans, 15 ans et plus).

Le croisement de ces critéres conduit 3 une partition en 32 clas-

ses des familles.

Nous analysons ici un tableau de contingence de 104 lignes et 36
colonnes, donnant la répartition des 588 609 familles ayant de 2 & 5
enfants allocataires (1), selon leur commune de résidence i d'une

part (1 = 1,...., 104) et leur type de famille j d'autre part.

On compte, pour l'ensemble des communes, une population totale de 2.980.728 famil-
les allocataires, du régime général salariés, au 31.12.1970. L'analyse présentée
ici se rapporte donc & une fraction importante de la population totale. Comme le
choix des villes d'enquéte a été fait de facon a représenter tous les profils d'ac-
tivités et de professions, on peut penser que la structure qui se dégage de 1'ana-
lyse des tableaux ci—aprés est trés voisine de celle que 1'on obtiendrait i partir
de 1l'information exhaustive.
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Ce tableau est beaucoup trop volumineux pour figurer dans un rap-
port. Seule sa plus petite marge est présentée plus loin, qui fournig,
en méme temps que des ordres de grandeurs, la liste des 32 variables

retenues,

L'essentiel de 1'information du tableau initial est contenu dans
le graphique 1 : le premier plan d'inertie exprime 647 de sa disper-—

sion totale (40,167 pour le premier axe, 23,67% pour le second).

ITI-2. Interprétation_des_résultats.

La premiére chose qui frappe dans ce graphique est l'inclinaison
par rapport aux axes de la répartition des variables : le nombre d'en-
fants augmente dans une direction approximativement paralléle a 1la
premiére bissectrice (1) et la coupure entre salaire unique et non-
salaire unique se fait en direction de la seconde bissectrice. Les
deux principaux caractéres qui composent les variables de départ :
travail féminin et nombre d'enfants ne sont pas indépendants
des zones géographiques.

Le premier axe est ainsi fonction des deux & la fois ; il oppose
les familles ayant peu d'enfants et dans lesquelles la mére travaille,

a gauche sur Fl, aux familles ayant beaucoup d'enfants et ol la meére

reste au foyer, 3 1'extréme droite.

Et cependant 1'analyse des correspondances fait bien ressortir
distincts les deux caractéres travail féminin et nombre d'enfants. De
telle sorte qu'on peut repérer 1l'existence dans la réalité de tous les
cas possibles : il y a des méres de famille nombreuse qui travaillent,

des méres qui ne travaillent pas et ont peu d'enfants.
Ces cas sont plus rares, il s'opposent sur le second axe.

La configuration du premier plan est alors trés claire. Elle expri-
me toutes les combinaisons des deux traits analysés selon leur impor-—
tance dans la réalité, lorsqu'on passe d'une ville 34 1'autre sur ce
plan on connait immédiatement leur différence.

(1) On notera les variations selon 1'dge de 1'afné : plus 1'afné est jeune (familles en
probabilité non terminées), plus on se rapproche des familles du rang supérieur.
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A Villejuif, Saint-Ouen, Chatillon il y a peu de familles nom-
breuses et les femmes travaillent. A Ch3tillon par exemple on compte
537 de familles de 2 enfants (contre 447 pour l'ensemble), 267 ne tou-

chent pas le salaire unique (contre 177%).

En ligne oblique vers le haut, le nombre d'enfants augmente :
Ivry, Sarcelles, Saint-Denis, Gennevilliers, La Courneuve... et les

femmes travaillent toujours.

En ligne oblique vers le bas le nombre d'enfants n'augmente pas,
Saint-Maur des Fossés, Paris l6éme, Saint-Cloud, Le Vésinet, Nice et
Béziers, mais les familles ol la mére travaille sont de plus en plus

rares.

I1 n'y a pas de raison a priori pour que les proximités entre vil-
les du point de vue de leurs structures familiales coincident avec des
proximités géographiques. Il se trouve cependant qu'il y a un lien as-
sez fort entre les deux phénoménes : des zones régionales se dessinent

sur le graphique 1.

Le premier axe oppose la zone la plus industrielle de la région
parisienne (taux d'activité féminine élevé, relativement peu de famil-
les nombreuses) a la région du Nord (1) qui a les caractéristiques op-—
posées. La ville de Brest se trouve au milieu des communes du Nord
avec les mémes caractéristiques que celle -ci... Le second axe semble
opposer la région de 1'Ouest 3 la vallée du RhOne jusqu'au midi médi-

terranéen.

L'effet géographique est beaucoup plus clair si l'on applique les
résultats de 1'analyse des correspondances sur la carte de France elle-

méme .

Deux axes recourbés partagent l'ensemble de la France :

- le premier, qui correspond & peu prés 4 la premiére bissectrice du
graphique 1 va des Pyrénées Orientales au Pas-de-Calais, en décri-
vant un arrondi (les deux axes se rencontrent vers 1l'Aube). Il sé-

pare grossiérement 1'Ouest, ol le taux d'activité féminine esc le

(1) Des petites communes du département du Nord ont &té regroupées. Elles figurent sur
le graphique 1 ayec la désignation "59~-groupement de communes 1, 2 ou 3".
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plus élevé (F1<€ 0, F2 > 0) & 1'Est ol il est le plus faible.

- le second va de Bordeaux d Metz. Il correspond A peu prés a la
seconde bissectrice du graphique 1. La partie supérieure de cet
axe est 12 zone ol la fréquence de familles nombreuses est la plus

8levée : Nord, Nord-Ouest (Fl et F2 sont positifs).

La région parisienne fait exception. A cette partition géogra-
phique, se superpose une proximité entre les métropoles régionales
caractérisée par un taux d'activité féminine fort et umne natalité
faible : région lyonnaise, région de Bordeaux, de Rouen, de Toulouse,
mais ce trait est beaucoup moins marqué que le caractére géographique

(ces métropoles sont assez proches de l'origine sur le graphique 1).
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Graphique 1

CORRESPONDANCE ENTRE LES COMMUNES-ECHANTILLON
SELON LE NOMBRE D'ENFANTS ALLOCATAIRES, L'AGE
DE L'AINE ET LA PERCEPTION DU SALAIRE UNIQUE.

104 Comgmmmes-échantillon
32 Variables : nombre d'enfants x dge

de 1'afné x SU ou SU

—— Salaire unique
— — Pas de salaire unique

Age de 1'afné:

4 < 6 ans
3 6 - 9 ans
2 10 = 14 ans
1 215 ans
94 - Villejuif ,,""’
9 enfart® _ -~
2 e — =
i~ J
: 9¢ -~ Ivry 8/Seine
1
93 - Saint-Ouen
]
{
|
1
94 - Thiais

92 - Colombes
93 — Montreutl

91 - Palaiseau

92 - Issy-les-Moulineaux

92 — Chatillon 82 - Asniéres

92 - Clamart

-.4 75 - Paris 5éme g2 - Chatenay-Malab.

! o 23.67%
L/
/&
r§
/ s
s
/ /
/ s
1 /
7
3/
P /
_ /
R /
10 - Troyes N /
> /
- 1
7 27 - Evre
P wr
1
/
/
/ 27 - Louviers
14 L
92 - Gennevilliers
-~ 92 - La Courmeuve
P - 93 - Stains
-~ 46 - Cahors
95 - Garges-
92 - Nanterre
93 - Saint-Dentis
95 - Sarcelles
8 - onesse
93 - Bobigny
- 'l
95 - Argenteut 78 - Acheéres
~ Le Blanc-Meenil 76 -~ Ro

93 - Villepinte 93 2
78 - Carriéres s/P

78 - Conflans=-St-H. 93 - Aulnay-s/i

94 - Choisy-le-Rot
92 - Antony 75 - Parts 19éme

94 = Champigny-g/M.
24 - Périgueux
91 - Montgeron ..

75 - Paris 9éme 75 —"Paris 11eme
75 - Paris 18éme .
75 - Paric 15éme 92 — Courbevoie

75 - Paris 6eme

75 - Paris 4éme

31 - Toulouge

—.2
O™ WMETdI 63 - Clermont-Ferrand

92 - Garches 33 - Bordeauzx 78 - Versatlles

78 - Fontenay-le-fl.

91 - Savigny-s/Orge
92 - Bourg-la-Reine

94 - St-Maur-des~Fos
95 - Suisy-s/s-Mont.

92 - Boulogne-Billan

¥ La ville de Lille
figure sur le graphique
en variable illustrative

Enquéte CNAF 1971 - Sondage

93 - Livry-Gargan

69 - Lyon -t

95 - Eaubonne 34

78 - Marly-le-koi - Montpellter

75 —= Paris 16éme

92 - Saint-Cloud 78 :_Q

06 - Nice



/7 t 5 enfants
// .
P T T
i G ~alELICE™ 86 - Poitiers
i
w©
35 - Rennes
93 - Tremblay-les—G.

-G.79 ~ Niort

80 - Amiens
- Le Mans

59 - groupt comm. 2

59 - Mawbeuge, Fourmies 59 - Houbaix

78 - Mantes-la-Jolte
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218
60 - Cretil 5% 8 =
) 3 59 - Tourcoing
- " 3 .4
7 - Tours 05 -V‘ 59 - groupt comm. 3 F14>
51 - Reims
69 - Banl. Lyorx2 62 - Calais 40.16%
25 - Besangon 60 - Compiregne
~ La Rochelle
59 - Douatr
1 59 - growpt comm. 1
25 ~ Audincourt
gl o 59 - Dunkerque
yonne
57 - Mets
38 - Grenmoble
2 - Saint-Etienne
17 -~ Royan

ésinet
71 - Macon, Le Creusot

66 - Perpignan

30 - Alés

4 - Bésiers 57 = Thionville
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POPULATION TOTALE DES VILLES ENQUETEES

nombre et pourcentage des familles

Familles percevant le salaire unique

Age de 1'alné Nombre d'enfants
1 2 3 4 5
80.192%| 77.125 | 17.808 3.1086 456
0O & 5 ans
1.069 1.028 237 41 5]
*
11.600 50.714 34.146 12.683 4,776
B a8 9 ans
155 676 455 169 " B4
30.260 ¥ 57.713 42 .8089 22.478 11.382
10 a 14 ans
404 770 571 300 152
39.272* 55.377 38.439 20.984 11.432
15 ans et +
524 738 513 280 153

Ensemble 622.845 familles (8.305°/,.0)

Familles ne percevant pas le salaire unique

Age de 1'aliné Nombre d’enfants
2. 3 4 5
22.189 2.068 168 14
0 a8 5 ans
296 28 2 1
21.840 5.381 932 257
6 a8 9 ans
291 72 12 3
25.707 8.6399 2.642 1.177
10 8 14 ans
343 116 35 16
22.751 8.773 3.004 1.480
15 ans et +
303 117 40 10

Ensemble 127.088 familles (1.695°/,.,)

Ensemble : 748.933 familles dont 588.609 ayant de 2 a &
enfants
1ére ligne : nombre de familles allocataires
2eme ligne : répartition pour 10.000 familles

Les cases munies d'un astérisque ont été supprimées pour 1'analyse, par raison de
symétrie entre les familles percevant le salaire unigue et celles ne le percevant pas.
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NOTE SUR L'ANALYSE INTERACTIVE DES DONNEES STATISTIQUES

Exemples d'utilisation du langage "A P L"*

Les méthodes d'analyse de données, ou encore de statistique descriptive
multidimensionnelle, qui se sont développées sous 1l'impulsion du Professeur
BENZECRI, doivent leur existence 3 1'apparition du calcul automatique, c'est-—
d-dire 4 une innovation technologique. Les applications licites de ces métho-
des aux sciences humaines permettent de réaliser d'incontestables progrés
dans la connaissance des domaines les plus variés, mais la diffusion rapide de
ces techniques n'est pas sans poser de problémes d'information, de communica-
tion. C'est pourquoi toute innovation i caractére technique ayant pour effet
de rendre plus accessible l'ordinateur matériellement et psychologiquement,
doit vraisemblablement avoir des répercussions sur le mode d'utilisation de
ces méthodes.

Le langage de programmation conversationnel "A P L', mis au point au cours
des années solxante par le Dr Kenneth IVERSON constitue une innovation de ce
type. A la fois plus puissant et plus simple que la plupart des langages cou-
ramment utilisés actuellement, ce langage qui a déjia des dizaines de milliers
d'utilisateurs aux Canada et aux Etats-Unis, permet un dialogue ''statisticien-
ordinateur" remarquable de clarté et de concision.

Cette note a pour objet la présentation succincte des diverses caractéris-
tiques de ce langage ainsi que des avantages qui résultent de son utilisation
3 propos de problémes d'analyse de données. La présentation du langage s'adresse
aux lecteurs non initiés, qui doivent en retirer une impression générale leur
permettant de situer les traits les plus remarquables d'"A P L" par rapport
aux autres langages. Cette présentation ne peut évidemment se substituer 3 un
cours ou 3 un stage de formation,

Les remarques et les exemples qui suivent sont &galement destinés au plus
grand nombre de lecteurs statisticiens, mais 1'annexe intéressera plus spécia-
lement le lecteur déjid un peu familier du langage "A P L', ou alors le lecteur
non initié qui aurait consulté entre temps les ouvrages cités en bibliographie.

Avant la présentation proprement dite, donnons quelques caractéristiques
pratiques des modalités d'utilisation des systémes conversationnels du type de
ceux quli nous intéressent ici :

L'utilisateur dispose d'un terminal qui peut &tre branché sur n'importe
quel poste téléphonique. Il entre en contact avec l'ordinateur & la suite d'un
simple appel. Il frappe alors sur le clavier du terminal les instructions qu'il
désire voir exécuter, et donne la parole d 1'ordinateur en frappant, par ''retour-
chariot'". Celui-ci donne une réponse, signale une erreur, ou indique qu'il
attend une autre instruction, selon les cas. La réponse de la machine se distin-
gue, sur le papier enregistreur, des instructions de l'utilisateur, par un déca-
lage, ou, pour certaines installations, par une couleur différente. S'il le
désire, et s'il a le téléphone, l'utilisateur peut emporter le terminal chez
lui pour terminer le travail en cours. Tout ceci est fort simple, « ans une
certaine mesure, démystificateur. Beaucoup d'intermédiaires sont supprimés.

1 - Rédigé avec la collaboration de G. LACOURLY
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Ce mode de connection avec la machine sera rentable si le langage laisse
certaines libertés & l'utilisateur : celui-ci doit avoir le droit de se trom-
per de temps en temps, de ne pas avolr tout prdvu & l'avance, d'écrire les
choses a peu prés comme il les pense.

Les qualité du langage "A P L'" vont permettre un tel contact direct avec
la machine. Le mode conversationnel, par le dialogue et 1l'autorégulation qu'il
implique, posséde des avantages psychologiques indéniables : la sanction immé-
diate de la machine permet un apprentissage extr@mement rapide, qu'il s'agisse
au début d'apprendre le langage lui-méme, ou plus tard de faire face a des
situations variées (mise au point d'algorithmes, analyse de données statisti-
ques) . Ces qualités pédagogiques ne sont pas a négliger puisque notre domaine
d'application, les sciences humaines et &conomiques, suppose des contacts per-—
manents entre personnes de formations trés différentes. L'utilisation d'un or-
dinateur comme prolongement d'un calculateur de bureau, sans la mise & contri-
bution de services et de spécialistes parfois mystérieux, est propre i dissiper
bien des malentendus.

En bref, toute innovation susceptible de faire tomber des cloisonnements
dans un domaine d'activité interdisciplinaire mérite un accueil, ou au moins
un regard favorable.

Examinons maintenant quelles sont les opérations pratiques auxquelles se
livre le statisticien désireux d'analyser le contenu de quelques tableaux rec-
tangulaires de données. Pour les tableaux de petites dimensions, il se contente
de les lire directement, en calculant &ventuellement quelques paramdtres sur
une machine de bureau (moyennes, totaux marginaux, etc...) ; pour les tableaux
de dimensions moyennes, 11 hésite & mettre en branle le service de calcul, ou
i programmer et perforer les i1nstructions nécessaires lui-méme. Cecl suppose
en effet des démarches et des délais qui peuvent &tre génants pour la poursuite
de 1'étude en cours. Les tableaux importants seront peut-étre passés de fagon
plus systématique & '"la moulinette', mais les premiers résultats révéleront
que tel codage est défectueux, que deux groupes d'individus gagneraient i faire
l'objet d'analyses séparées, qu'une erreur s'était glissée dans le fichier.
Ceci suppose des allers et retours, des contacts, en un mot, une mobilisation
du chercheur sur un travail de programmation ou de gestion qui peut le détour-—
ner pendant un certain temps des problémes spécifiques de sa discipline.

A ces va-et—vient parfois accidentels s'ajoutent les tatonnements inhérents
aux méthodes de statistique descriptive : on désire illustrer une représenta-—
tion par 1'adjonction de variables supplémentaires, effectuer une nouvelle
transformation préalable des données, vérifier la validité& des résultats par
une simulation s€quentielle qui permet de faire €merger progressivement les
réseaux d'associations significatives. Toutes ces opérations supposent les
résultats connus i chaque &tape ; elles sont grandement facilitées par une con-
nection directe entre le statisticien et 1l'ordinateur.
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I - PRESENTATION SOMMATIRE DU LANGAGE A P L

Mis au point par K.E. IVERSON et A.D. FALKOFF, le langage de
programmation A P L est principalement destiné 3 1l'exécution de cal-
culs scientifiques en mode conversationnel.

Une des caractéristiques fondamentales de ce langage est 1'exis-
tence d'un ensemble complet d'opérateurs sur tableau. L'allocation de
ces tableaux est dynamique (il n'est pas besoin de spécifier a 1'avance
les dimensions maxima de ces tableaux). Le foisonnement des opérateurs
a conduit 3 adopter une régle de priorité qui peut paraitre surprenante
au prime abord : un opérateur s'appliquera i tout ce qui est 3 sa droite.
Ainsi, 1 x 2 + 3 signifiera 1 x (2 + 3). En fait, cette régle appa-
rait bien vite comme étant trés féconde, et peu astreignante.

Le plus simple, pour &tablir un premier contact avec le langage
AP L est de s'installer devant le clavier de la machine 3 écrire du
terminal, et de tenter de donner quelques instructions :

Commengons par l'utilisation en calculateur de bureau ; frappons sur
le clavier-

3.1 x 4
12.4

1'ordinateur nous a répondu, avec un léger décalage sur la gauche, afin
de nous permettre d'identifier les lignes de questions et les lignes
de réponses.

Essayons maintenant :

A <357

Pas de réponse. L'ordinateur s'est contenté d'affecter 3 une zone mé-
moire qui s'appellera dorénavant A le vecteur & trois composantes

3 5 7. On notera que les "blancs'" jouent un rdle important, et qu'il
n'est pas nécessaire d'utiliser d'indice pour définir le vecteur A.
Si nous voulons vérifier le contenu de la mémoire A, il suffit de
frapper la lettre A :

A
357

On remarque qu'il n'a pas &té besoin de spécifier le type de A (entier,
réel), ni de spécifier un modéle d'impression.

Si nous frappons maintenant :

A+2
579
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La réponse nous indique que le nombre 2 a été ajouté 3 chacune des
composantes du vecteur A. Ceci est une régle générale en A P L : les
opérateurs dyadiques tels que 1'addition se généralisent aux tableaux
de la fagon suivante : si les tableaux ont les mémes dimensions, 1'opé-
rateur agit sur les couples d'éléments terme 3 terme. Si 1l'on a un ta-
bleau et un scalaire, comme dans notre exemple, 1l'op&rateur agit pour
chaque couple formé d'un élément du tableau et du scalaire. Enfin, si
1'on a affaire 3 deux tableaux de dimensions différentes, une erreur
est signalée, sans exécution.

Continuons nos essais :
pA
Nous avons demandé, & 1'aide du symbole p , la dimension du tableau
A. Cette dimension peut &€tre un vecteur, si A est une matrice, ou un

tableau 34 n dimensions.

+/A
15

L'opérateur / placé derriére un signe d'opération quelconque corres-
pond & l'insertion de ce signe entre tous les &léments du tableau.

On a donc effectué : 3 + 5 + 7 = 15
(+/A) : pA
5
Le signe + @&tant celui de la division, nous avons divisé la somme des

éléments de A par le nombre de ses &€léments. Ces instructions simples
nous permettent de calculer la moyenne arithmétique des éléments d'un
tableau sans mé€me connaftre le nombre d'éléments de ce tableau.

Construisons une fonction qui calcule cette moyenne.

V MOYENNE A
i (+/A)+ oA
@ v

Lorsque nous avons frappé le triangle & l'envers, le systéme a été
averti de notre intention de construire une fonction. Il a numéroté
lui-méme les instructions en marge, et s'arr@te lorsque apparalt un
second triangle.

Essayons le programme MOYENNE.
MOYENNE 2 3 4 5 6
I1 est certes plus long d'écrire le mot MOYENNE que d'écrire les

instructions de calcul nécessaires. Indépendamment de 1'intéré&t péda-
gogique de cet exemple, l'utilisateur statisticien aura quand mé€me
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-

avantage a construire de cette fagon un sous-langage adapté i sa
sphére d'intérét.

Parmi les opérateurs scalaires dyadiques, il y a, bien stir, tous
ceux existant dans les autres langages (addition, soustraction, divi-
sion, multiplication, exponentiation, logarithme dans une base donnée,
résidu de la division de B par C, opérations logiques : et, ou, iden-
tité, etc...), l'opérateur "plafond" qui donne le plus grand A[B de
deux €léments A et B, 1l'opérateur "plancher", qui donne le ~ius petit
ALB de deux éléments A et B.

Si A et B sont des matrices de mémes dimensions, avec la régle
énoncée plus haut, A x B désigne le produit contracté des matrices A
et B. Le produit matriciel ordinaire existe, lorsque les dimensions
des matrices mises en jeu s'y prétent. On le note : A + . x 3

Ce produit peut &tre généralisé, en remplagant les signes + et x
par n'importe quels signes, pouvu que ceux—-ci soient relatifs A des
opérateurs dyadiques. Ainsi, le produit Al .xB nous donne une matrice
dont le terme général est le plus grand é€lément des produits terme 3
terme de chaque ligne de A par chaque colonne de B.

Indépendamment des produits contractés, du produit matriciel géné-
ralisé, il existe un produit "extérieur'", pour deux matrices de dimen-
sions quelconques, qui effectue une opération dyadique quelconque entre
tout &lément de A et tout &lément de B. Si 1'opération est x, on
obtient des produits tensoriels. On le note dans ce cas ©°.x . On peut
construire de la méme fagon o.+, o.[, etc... Par exemple (1 2)o.+(3 5)
donne la matrice :

4 6
5 7

D'autres opérations sur tableaux sont &galement cablées : ainsi, 1'opé-
rateur A appliqué & un vecteur donne les rangs des éléments de ce
vecteur, lorsque ceux—-ci sont classés par ordre croissant.

L'inverse de la matrice A se note Fl A, le tirage de 100 nombres
au hasard entre 1 et 10000 se note 100?10000.

Ces quelques informations suffisent & donner une idée, encore vague
certes, des possibilités du langage A P L. Ses caractéristiques sont
particuliérement favorables aux calculs statistiques usuels, aux calculs
portant sur les rangs, 4 toutes les procédures utilisées en algébre
linéaire. De toute fagon, le systéme de construction des fonctions est
tellement souple que le langage s'adapte facilement ; néanmoins, les
opérateurs et fonctions '"cablés" sont extr@mement performants.
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Modalités d'implantation du langage A P L
A P L est réalisé dans un environnement de temps partagé, c'est-
d-dire que 1'utilisateur est en liaison directe avec 1l'ordinateur,
et bien que n'étant pas le seul dans ce cas, a l'impression de disposer
de ce dernier continiiment et en totalité. A toute question et demande
d'exécution de programme, l'ordinateur répond instantanément, sauf évi-
demment si le calcul demandé mobilise 1'unité centrale pendant un temps
important.

Les calculs, les définitions de fonctions, les enregistremen - de
données se font dans une zone appelée "Espace actif de travail" (lec
taille de cette zone est variable selon les installations) elle est sou-
vent de l'ordre de 32.000 octets, soit 4000 mots de 64 bits ., L'uti-
lisateur dispose de piusieurs espaces de travail stockés sur des dis-
ques avec lesquels il peut communiquer. I1 peut & tout moment copier
son espace de travail actuel sur disque, afin de préserver ses résul-
tats, charger un autre espace de travail, copier une fonction ou un
fichier situé sur un autre espace de travail, etc...

Bien que les transactions entre espaces de travail soient trés
simples, il n'en existe pas moins une limite en taille. En effet, on
ne peut créer ou copler dans l'espace actif de travail un tableau de
taille supérieure 3 celle de cet espace actif. C'est alors qu'il est
nécessaire de disposer d'un systéme de fichiers. Le systéme de fichiers
doit @tre simple et indépendant de la machine et de ses ressources.
C'est pourquoi la logique du systéme doit &€tre aussi simple que son
utilisation. Pour i'utilisateur, un fichier est un ensemble de compo-
sants, chacun d'eux pouvant €tre une entité A P L, c'est-a-dire un
scalaire, un tableau & n dimensions, une chalne de caractéres.

Pour avolr accés au composant 3 du fichier appelé par exem-
ple LOISIR, il suffit de frapper :

LIRE LOISIR 3

Pour modifier ou ajouter des éléments il existe des instructions aussi
simples. Pour utiliser des fichiers volumineux, il suffit donc d'uti-
liser des fonctions de gestion de fichier, comme d'autres fonctions
AP L.

11 - EXEMPLE PRATIQUE D'ANALYSE DE TABLEAU STATISTIQUE

Nous donnons ci-dessous un exemple pratique d'introduction de données,

d'appel de sous programme, enfin d'édition de résultats sur la machine a
écrire du terminai. Les programmes utilisés figurent dans leur intégralité
en annexe. Les données analysées ayant fait 1'objet d'un article!, nous
nous limiterons d des considérations méthodologiques, sans insister sur
1'interprétation économique des représentations obtenues.

Une petite fonction, construlte pour l'occasion, nous permet de charger

le tableau de données a partir de la machine a é&crire, sans grand risque
d'erreur (cf. page ). Le tableau, de dimensions 15 x 3!, nous donne pour

les

31 régions d'Europe précédemment étudiées les valeurs de |5 consomma-

tions par ménage ouvrier.

1 - Cf. Chapitre

v, § 2.
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I1 nous faut introduire ensuite des identificateurs de chacune de ces
consommations et de chacune de ces régions : nous chargeons alors un tableau
de dimensions 5 x 46 caractérisant par 5 lettres les (31 + 15) individus et
variables. Nous choisissons des abréviations pour les régions, faisant pré-
céder les régions allemandes du symbole Am et les régions italiennes du
symbole Ix.

La liste des variables construites, et des caractéres qui les repré-
sentes figure ci-dessous :

1/ Pain, céréales (PAIN)

2/ Viandes, poissons (VIAND)

3/ Produits laitiers, corps gras (LAIT)

4/ Fruits, légumes, pommes de terre (FRUIT)

5/ Produits d'épicerie (EPICE)

6/ Boissons, tabac, repas pris & 1l'extérieur (BOISS)
7/ Vé@tement, chaussures hommes (VETEM)

8/ Vétement, chaussures femmes (VETEF)

9/ Réparations habillement, soins, santé (SOINS)

10/ Loyers et charges (LOYER)

11/ Energie (ENERG)

12/ Ameublement, &quipement (MEUBL)

13/ Textiles d'ameublement, articles ménagers, entretien (MENAG)
14/ Transports (TRANS)

15/ Education, loisirs et divers (EDUCA)

Ce tableau étant homogéne (l'addition des &léments d'une ligne ou d'une
colonne ayant un sens), nous désirons en obtenir une représentation par

1'analyse factorielle des correspondances.

Si le tableau des données s'appelle TAB, il suffit de frapper (cf. an-
nexe III)

2 AFCOR TAB

L'impression des résultats numériques commence aussitdt :

TRACE DE LA MATRICE S DealOBy1oE, IR
VALEUR PROPRFE POURCENTAGE DE LA TRACFE

1 0.016 38.8

2 0.011 27.3

VALEURS DES FACTEURS FI
oo €tC...

Si 1'on désire visualiser le plan des deux premiers facteurs, on appelle
(DES désignant le tableau des identificateurs, cf, Annexe VI)

(§&I,FJ) PLANF\F2 DES

La figure 2 est une reproduction du graphique qui apparait alors sur
1'imprimante.



225

EXEMPLE DE SORTIE GRAPHIQUE SUR TERMINAL
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Pour obtenir une analyse de la matrice des ccrrélations des 15 varia-
bles, on appelle maintenant : (cf.listage 1V)

2 ACOMP TAB

On obtient le tableau de résultats numériques reprodult sur la figure 3.
On pourrait, bien sur, obtenir une représentation graphique analogue a la
précédente.

Pour obtenir un classement des variables selon les valeurs croissantes
du premier facteur, il suffit d'indexer le tableau d'identificateurs par
les indices rangés 4 1'aide de l'opérateur J ; il en est de méme si nous
désirons le classement des régions selon le premier axe factoriel (les
identificateurs des régions sont décalés de !5 places).

Les instructions et les résultats obtenus figurent ci-dessous. On remar-
que que de telles &ditions complémentaires facilitent grandement 1'inter-
prétation des directions principales des nuages analysés.

On peut tout aussi facilement, obtenir des histrogrammes, recommencer
1'analyse en supprimant un pays ou un groupe de produits ;

DES[AFI[i; ;] DES[15+pFJ [135] §]

TRANS

SOINS

MEUBL

ENERG

VETEF PARIS

MENAG LUXEM

BOISS EST

VETEM NORD

VIAND SUD-E

FRUIT BELGI

EDUCA MEDIT

EPICE BAPAR

LOYER HOLLA

LAIT A*HAM

PAIN MA-CE
A*NOF
A*SAA
SUD-W
OQUEST
I*LOM
AxBAD
AxHES
Ax RHE
IxROM
A BAY
AxNIFE
Ax SCH
IxPIE
Ix VEN
I=TOS
IxEMI
Ix PUG
IxSIC
Ix LAZ

Ix ABR



EXEMPLE D'EDITION DE RESULTATS SUR TERMINAL

2 ACOMP 0OUV
MATRICE DE CORRELATION
PAIN VIAND LAIT FRUIT EPICE BOISS VETEM  VETEF SOINS LOYER ENERG MEUBL MENAG TRANS ED
PAIN 1.000 0.036 0.084 0.094% ~0.608 0.292 0.143 ~0.563 0.257 0.003 ~0.396 0.571 0.668 ~0.281 0
VIAND 0.036 1.000 0,407 0,678 ~0.203 0.780 0.581 0.257 0.784 0.252 0,520 0.335 0.206 0.774 O
LAIT 0.084 0.407 1.000 0.427 T0.121 0.149 0.477 0.010 0.193 0.188 0.390 ~0.036 ~0.231 0.190 0
FRUIT 0.094 0.678 0.427  1.000 0.021 0.576 0.558 0.316 0.664 0.431 0.554 0.290 0.246 0.680 O
FPICE ~0.608 ~0.203 ~0.121 0.021 1.000 0.185 0.188 0.745 0.223 0,116 0.481 0.671 0.776 0.285 O
BOISS 0.292 0.780 0.149 0.576 0.185 1.000 0.430 0.467 0.895 0.087 0.601 0.609 0.580 0.854 0
VETEM ~0.143 0.581 0.477  0.558 0.188 0.430 1.000 0.686 0,592 0.406 0.687 0.503 0.397 0.604 O
VETEF ~0.563 0.257 0.010 0.316 0.745 0.467 0.686 1.000 0.545 0,360 0.652 0.829 0.858 0.596 0
SOINS ~0.257 0.784 0.193  0.664 0.223 0.895 0.592 0.545 1,000 0.106 0,756 0.711 0.629 0.957 O
LOYER 0.003 0.252 0.188  0.431 0.116 0.087 0O.406 0,360 0.106 1.000 0.286 0.171 0.145 0.194 0
ENFRG ~0.396 0.520 0.390 0.554 0.481 0.601 0.687 0.652 0,756 0.286 1.000 0.685 0.625 0.710 0
MEFUBL ~0.571 0.335 ~0.036 0.290 0.671 0.609 0.503 0.829 0.711 0.171 0.685 1.000 0.871 0.723 O
MENAG ~0.668 0.206 0.231  0.246 0.776 0.580 0.397 0.858 0.629 0.145 0.625 0.871 1.000 0.639 O
TRANS ~0.281 0.774 0.190 0.680 0.285 0.854 0.604 0.596 0.957 0.19% 0.710 0.723 0.639 1.000 O
EDUCA  ~0.452 0,096 ~0.178 0.083 0.418 0.354 0.322 0.585 0.360 0.285 0.400 0.578 0.617 0.319 1
TRACE DE LA M/TRICE S 15.00000000
VALEUR PROPRE POURCENTAGE DE LA TRACE
1 7.390 49,3
2 2.963 19.8

VALEURS DES FACTEURS- VARIABLES
FACTEUR NO 1

UCA

452
.096
.178
.083
.418
. 354
.322
.585
.360
.285
.400
.578
.617
.319
.000

0.4931 ~0.6357 0.2037 ~0.6142 ~0.5358 0.8023 ~0.7244 ~0.8378 0.8868 ~0.3328 ~0.8544 ~0.8656 0.8236 0.8936 0.5602

FACTEUR NO 2
0.6007 0.6644 0.6077 0.5865 0.6781 0.2431 0.2936 0.3628 0.2696 0.1620 0.0862 ~0.3342 ~0.5025 0.2488 ~0.u4224
VALEURS DES FACTEURS-OBSERVATIONS

FACTEUR NO 1
0.3431 ~0.2861 0.1794 ~0.1565 0.1136 0.1146 0.0789 0.1623 ~0.0891 ~0.3476 1.6078 ~0.5792 ~0.8172 ~0.8506 ~0.0235
70,1588 0.0885 ~0.7823 ~0.5976 ~0.7524 0.3604 0.0632 0.4852 0.6509 0.5868 1.3409 1.3536 1.1104 1.2u455
0.1242 ~1.1757
FACTEUR NO 2
70.328+ 0.7282 T 0.6400 0.5706 0.5543 0.5386 0.6877 0.7295 0.2758 0.8141 0.5586 0.3935 0.233%3 0.3066 0.0995
0.3248 0.5685 0.1996 0.3015 0.1435 0.3729 0.3624% 00,0681 0.1514 0.2594 0.2899 0.1863 0.2429 0.3270
0.7440 0.0197

L2¢
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REMARQUES :

On peut faire plusieurs remarques 3 la suite de 1'exemple ci-dessus.
q P

1°/

2%/

3°/

Le terminal pouvait sembler €tre un goulot d'étranglement de 1'infor-
mation. En fait, les volumineux listages de résultats que 1'on obtient
lors des exploitations traditionnelles n'&taient justifiés que parce
qu'ils fallait tout prévoir 3 l'avance. En mode conversationnel, on
édite seulement ce dont on a besoin, au fur et 3 mesure de ces besoins.

La contrainte qui sera le plus rapidement ressentie par le statisticien
sera vraisemblablement la taille des espaces de travail. Dans les meil-
leures instaliations actuelles, on dispose de 32 K octets. Ceci permet
de faire des calculs tré&s importants, car 1l'occupation de cet espace
est gérée '"en temps réel'" et il est toujours possible de translater ce
qui n'est pas immédiatement utile sur d'autres espaces de travail. Ce-
pendant, certaines opérations relativement &lémentaires, telles que

les diagonalisations de matrice, sont grandement facilitées par la mo-
bilisation d'un gros volume de mémoire rapide. Il faut donc souhaiter
que les installateurs mettent 3 la disposition des utilisateurs des
zones-mémolres plus importantes.

Pour les dépouillements d'enqu@tes, il sera exclu d'introduire les
données 3 partir du terminal, dans 1'état actuel de la diffusion de ces
terminaux. Les bandes magnétiques peuvent &tre domiciliées directement
a4 1l'ordinateur, puis copiées sur disques sous forme de fichiers direc-
tement interprétables et analysables a4 partir des terminaux.

Le contrBle continu du processus de travail donne la possibilité de
comparer immédiatement deux méthodes ou techniques, de les combiner
éventuellement, enfin de les critiquer. De nombreuses conjectures se-—
ront suscitées par ces manipulations.
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LISTAGES DE PROGRAMMES D'ANALYSE DE DONNEES USUELS

Nous donnons ci-dessous des exemples de listages de programmes d'un emploi
courant en analyse des données. On pourra noter que l'on obtient une &dition
relativement soignée, avec des instructions réduites et simples. Par suite de
la régle de priorité des opérateurs, et de la possibilité de faire plusieurs
affectations (symbGle <) dans une méme ligne de calcul, on aura intérét i lire
les lignes de la droite vers la gauche. Par exemple, le symbdle & désignant
la transposition de matrice, la ligne suivante

M <« S+.xT < QS

peut se lire : je mets la transposée de la matrice S dans T que je prémul-
tiplie matriclellement par S, le produit obtenu é&tant mis dans M (ou étant
baptisé M).

I1 existe un nombre extrémement grand de versions A P L d'un méme algo-
rithme mathématique. Le caracté&re synthétique du langage et la possibilité d'af-
fectations répétées dans une méme instruction permet d'écrire des versions trés
condensées de certains programmes, qui sont surtout des exercices de style. Nous
préférerons une écriture progressive, plus facile & lire ; de toute fagom, il
s'agit d'exemples qui ne prétendent pas a l'optimalité.

I - Exemple de fonction destinée 3 faciliter l'introduction de données

V ENTREE
[1] -(i5 1 =pl«<,0)/ 4 0

[2] '"VOUS VOUS ETES TROMPE!'

(31 -1
(4] TAB«TAB,[1] I
[5] ~1

)

Commentaires : Cette fonction est destinée A permettre un chargement pratique,
par le clavier du terminal, du tableau de dimensions 15 x 31 de
1'exemple traité plus haut.

Les données sont introduites par séries de 15 (les 15 consommations relati-
ves & une région donnée). L'instruction 1 est un branchement multiple : la
parenthése sera un vecteur 3d deux composantes prenant les wvaleurs (1 0) si 15
nombres ont été frappés, (0 1) si un seul nombre a été frappé, (0 0) si le nom-
bre de nombres frappés est différent de 15 ou de 1. En effet, le vecteur des
données frappées, [l est mis dans I dont on prend la dimension pI que 1'on
compare logiquement au vecteur (15 1). La fléche - signifie "aller 3" et le
symbdle / wutilisé maintenant pour désigner un opérateur dyadique a pou: fonc-
tion de contracter le vecteur situé 3 sa droite, selon le vecteur logique de



230

~ . ) ] - -~
méme dimension situé 3 sa gauche.

On ira donc en 4 si on a bien frappé 15 données, en O, c'est-3-dire en
fin d'éxécution, si on a frappé une seuie donnée, et en sé&quence si on s'est
trompé, ce que notre fonction nous signale en clair. En 4, on construit le
tableau TAB de proche en proche, en le complétant 3 chaque fois du vecteur
qui vient d'étre lu, et dont la longueur vient d'@tre contrdlée.

Le volume du commentaire peut paraltre important, par rapport au volume

et 3 1'intérét de la fonction : nous serons plus elliptiques par la suite.

IT - Exemple de programme d'extraction des plus grandes valeurs propres d'une
matrice symétrique.

On trouvera les algcrithmes du programme DIAG ci-dessous et de son
auxiliaire HIL dans (BENZECRI, réf. 1).

DIAG extrait les plus grandes valeurs propres d'une matrice symétri-
que en itérant la transformation linéaire assoclée, et en orthonormant
les vecteurs trouvés i chaque pas, 4 l1'aide de HIL.

VDIAG [O1 vV
V Z<CV DIAG S;LV;VI
(11 VI<S[CV; ]
(2] IT«l
[3]1 L1:LV<+/IXxVI<(IX<HIL VI)+.xS
[4] sO1x1 (MAXIT2IT<IT+1)AANG<T/ (H=LV*2) +H«+/VI%2
(51 Z«LV,HIL VI
Vv

VHIL[O] Vv

V Z<HIL VI;V;VX
(1] 71
21 -L3,p2<VI
(3] L1:VX<Z[-V-13]1 +.xZ2[ V; ]
41 2l <«zvgd =Vx+.x20 V=15 1
[51 L3:Z[V5} «2[V; 1s(+/2 V; * 2)*0.5
[6] SL1x(pVI)[112V<1+V

\%

Commentaires : On désire les CV premiers vecteurs propres de la matrice S. MAXIT
___________ désigne le nombre maximum d'itérations désirées, et ANG le carré
du sinus du plus grand angle de rotation des vecteurs propres au cours de la
derniére itération. On peut raisonnablement fixer pour les applications usuelles
MAXIT 3 50 et ANG & 1076,

On notera que les variables qui ne figurent pas sur la ligne du titre de
la fonction ne sont pas locales (comme eiles le seraient en FORTRAN par exemple).
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En té€te de ligne, "LI1:" ou "L3:" permettent d'identifier la ligne, quelle que
soit la place de cette ligne dans .a fonction, ce qui donne plus de souplesse
4 1'écriture et au test des programmes.

L'opérateur 1 (générateur d'indice), appliqué & un nombre entier K,
génére un vecteur dont les K composantes sont 1, 2, 3, K-1,K.

Ainsi, dans DIAG, la matrice VI, qui sert au "démarrage' de 1'itération,
est formée des CV premiéres lignes de S.

III - Exemple de programme d'analyse des correspondances

Comme le programme d'analyse en composantes principales que 1'on
trouvera ci-dessous, AFCOR utilise, outre DIAG, deux petits programmes
auxiliaires d'édition : EDIFAC et EDIPROPRE, dont la liste est donnée
plus loin.

V Z<~NF AFCOR P;S;K;PI;PJ

(1] PI«+/P<«PsK<+/+/P

[2] PJ<«+4P

[3] S~ (PIs.xPJ)=0.5

41 P<(P:S)-S

(51 7«NF DIAG S<S+.x8S

[67] (+/ 1 } XS) EDIPROPRE Z7[;1]

[71 'VALEURS DES FACTEURS FI'

[8 ] (D — L — R ]

(91 EDIFAC FI<(0 1 ¥Z2)x(Z[;112.2PI)*0.5
[101] 'VALEURS DES FACTEURS FJ'
[z\ i ] g TTTT T = '
[12] EDIFAC FJ«(FI+.xP)+(Z[;11% 0.5)¢.xPJ

tion de NF facteurs. On diagonalise la Matrice S 'symétrisée"
calculée a partir des inerties par rapport au centre de gravité, et non par rap-
port a4 l'origine, afin d'éliminer le facteur trivial.

IV -~ Exemple de programme d'analyse en composantes principales

V Z<NF ACOMP P
(1] @-oPh11]
21 M(+/P)+NpPl1;]
31 S<(((+/P*2):N)-M*%2)*0.5
4] Pe(P-M°.x(llpl))
(5] P<«P:Se.xlpl
[6] Z«NF DIAG COR«(P+.x®P)+N
71 "MATRICE DE CORRELATION'

8] === '
(9] %(9p" D, 26,0011 " Y L1 (M«i¢" "L IDENT," '), 7 3
DFT 708

(101 (+/ 1 1 QCOR) EDIPROPRE Z[;1]
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[11] ‘'VALEURS DES FACTEURS VARIABLES'

[12] | ==mmmmm T

[13] EDIFAC FI<(0 1 ¥2)x(Z[;1]¢.xQp1)*0.5

(14] 'VALEURS DES FACTEURS OBSERVATIONS'

RIS === o e '

[16] EDIFAC FJ<«(FI+.xP)+(Z[311%0.5)° .xlVp@*0.5

\
Commentaires : Le tableau initial P contient les variables ou attributs en
ligne et les observations ou individus en colconnes. La premiére

instruction désigne par Q 1le nombre de variables (dimensions d'un vecteur
colonne). La seconde désigne par N 1le nombre d'observations, et calcule les
moyennes relatives 3 chacune des variables. Le vecteur des écarts—types est cal-
culé en 3, le tableau P est centré en 4, réduit en 5; la matrice des corré-
lations COR, calculée et diagonalisée en 6, est imprimée en 9. La fonction DFT,
disponible sur la plupart des instailations A P L, permet de fixer le nombre
de décimales 3 1'impression. Pour plus de détail concernant le cadrage variable-
observation, on pourra se reporter 3 réf.>5

V - Exemples de programmes d'édition de résultats en analyse des données.

V I EDIPROPRE J;K
(11 2pRC;'TRACE DE LA MATRICE S'; 20 8 DFT I
[2] K<l
(31 ' VALEUR PROPRE POURCENTAGE DE LA TRACE'
(41 L1:K; 15 3 20 1 DFT J[K]1,100xJ[K]+T
[51 ~=Lix(pd)2K<K+1
Y

V EDIFAC I;K
[1] K<l
[2] Li:'FACTEUR NO ';K
[3] 8 4 DFT I[K;]
[4] ~L1x(pI)[1]=K<K+1
v

Commentaires : Ces deux petites fonctions, appelées par AFCOR et par ACOMP,
utilisent &galement la fonction d'édition DFT. Pour la présen-
tation des résultats, on pourra se reporter 3 l'exemple traité plus haut.

VI - Exemples de programmes de représentation graphique sur machine & écrire
du terminal.

La fonction PLANF1F2, qui appelle la fonction FUSION , a servi 3 tra-
cer le graphique de 1'exemple ci-dessus. Elle utilise une autre fonction
auxiliaire, D4 I, qui n'est autre que 6 3 DFT I, c'est~d-dire une écri-
ture du tableau I avec des nombres de 6 caractéres, dont 3 aprés la
virgule.



[11
2]
[3]
[4]
(5]
(6]
[7]
(8]
[9]
[10]
[111
[121]
[13]
C1a]
[15]
[16]
[171
(18]
(193]

[1]
L2]
(3]
Cu]
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V TT<XY PLANF1F2 DES;I0;IA;3S0;54:J sT3TT:K
I0« |/xy( 321
Sod /x¥[52]
TA« /XY 1]
SA /XY[ 1]
JI 1+(XY[ ;2 F T0)x (L= 1)380~ 10
Te(=l 1+(XY[ 31 1= TA)x(C~1)s SA-TA)SDES , ((14pDES) ,Clp " '
Tr«(L,(pT)[21)p" !
I<L
L1=(1 0 =pK<«(J=I)/1pd)/L2 L4
TTLI; «<FUSION T(X:]
- L4
L2:TT(I:3«T[K;]
Lo (I FI-1) /21
T<«-0
TT«eqT
TT«(=J)OL11((D4 IA),(((pTT)[2]12)p"'="),D4 SA),[11(Jd LxS0O= SO-I0)P[1] TT
J Cx=The Sh=TA
TT<{(=J)P(({pTTIL21+21)4D4 SO,[21('[",JOTT),[11((pTT)[2]+1)D4 IO
i/ I K G i/ L U T O B L

V Z<FUSION M;I:J 3D
Z«(D<pM)[2]1p" '
JDL2] | T« (M=t ' )/1pMe .M
ZLJ+DL2 1x0=J J«M[ I ]
ZLJL (1z+/d e =) [1pd 1 1< &

Commentaires : Le tableau DES contient les identificateurs des points (par

s'il

exemple, cing lettres par point, comme dans notre exemple).
y a N points, DES a alors pour dimension (N,5). Les deux colonnes du

tableau XY sont les valeurs numériques des abscisses et des ordonnées des
points du nuage 3 représenter. Les paramétres L et C, qui ne sont pas des
variables locales, sont les nombres de lignes et de colonnes du graphique
désiré. La fonction FUSION sert & marquer d'un symb8le particulier les points
multiples, repérés au cours de 1'instruction 9.
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