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INTRODUCTION

Cette note présente une formulation simple, mais générale, du test d'une
hypothése linéaire quelconque sur le vecteur des paramétres d’'un modéle
de régression. Cette catégorie de tests s’introduit couramment, non seule-
ment dans les problémes de régression proprement dits, mais plus encore
dans les modeéles d’analyse de la variance et de la covariance, dont on
sait qu’ils peuvent se ramener & des modéles de régression. L’exposé
évite I'utilisation du théoréme de Cochran sur la décomposition des formes
quadratiques.

Nous nous placerons dans I’espace des observations. On sait que si
I'on a n observations de la variable expliquée y et des variables explica-
tives xx, cet espace a n dimensions, les n observations de chaque variable y
étant représentées par un vecteur. On admet que I'espace des observa-
tions est euclidien, afin de pouvoir donner un sens aux notions d’ortho-
gonalité et de distance.

1. LE MODELE

Nous avons une variable endogéne y, p —1 vrales variables explica-
tives x1... xp-1, et une variable auxiliaire x», égale a 1 pour toutes les
observations et dont le coefficient est le terme constant du modéle. Pour n
observations, le modéle s’écrit :

® M) () e (1)

Nous admettrons que le modeéle (1) satisfait a toutes les hypothéses clas-
siques des moindres carrés : les x; sont mesurés sans erreur, aucune
contrainte «a priori » n’existe sur le vecteur a, la matrice X est de
rang p, et le résidu v est un vecteur qui suit une loi normale & n dimensions
de moyenne nulle et de matrice des variances et covariances V(v) = o214,
ou, en résumé:

(2) u——7 N (0,02 ;)

On sait que, sous ces hypothéses, le meilleur estimateur sans biais et
linéaire en y de a (ou estimateur de Gauss-Markov) s'écrit :

3) a=(X’X)—! X’y
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Si y est I'explication linéaire de y en termes des p vecteurs colonnes de
1a matrice X, et & le vecteur des écarts entre y et y, on peut écrire :

*) y = X(X'X)~! X'y
) y=y+9v
Posons :
©) P = X(X'X)—! X’
™ M=I,—P
On peut alors écrire :
® y =Py
) 6 = (1. — P)y =My

2. PROPRIETES DES MATRICES P ET M

On vérifie par calcul direct que P et M sont symétriques et idempo-
tentes :

(10) P—=P =P2
(11) M =M = M?
On sait que le rang d’'une matrice idempotente est égal & sa trace, or :

(12)  tr P=tr X(X'X)~1 Xt =tr X'X(X'X)~1=tr I, =p

P est donc de rang p. On déduit immédiatement de (7) et (12) que le rang
de M est égal au rang de In — Ip, c’est-a-dire a n — p.

La matrice P définit une projection orthogonale sur la variété linéaire
des X : soit en effet v un vecteur orthogonal & cette variété ; il sera tel
que :

(13) X'v=0

L’image vi de v par 'application de matrice P s’écrira :
(14 vi=Pv=X(X'X)—1 X'v=0

Le produit des matrices M et P est nul :

(15) MP=(1,— P)P=P—P2=P—-P=0

Il en résulte que si v est un vecteur quelconque de R”, ses images Vi
et vz par les applications de matrices P et M sont orthogonales.

En effet :
(16) vi=Pyv vz = Mv
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d’ol le produit scalaire de vi et vs :
(17) vive =V'P’"Mv = v'PMv =0

Les matrices P et M définissent donc des projections orthogonales d’un
vecteur v quelconque de R” sur deux sous-espaces complémentaires et
orthogonaux de dimensions respectives p et n — p.

Comme les matrices P et M sont symétriques et idempotentes, elles
peuvent &re diagonalisées par une matrice orthogonale qui définit une
rotation d’axes orthonormés dans R*. Montrons que la mé&me matrice
orthogonale W (telle donc que W’ = W—1) diagonalise P et M :

La matrice P est diagonalisée par la relation :
(18) W’'PW =],

puisque les valeurs propres d’une matrice idempotente (n.n) de rang p
sont p fois 1 et (n-p) fois 0. Or,

(19)
WMW =W'(l, — PYW =W'W —WPW=W-W—J,=J, ,
en désignant par J, et Jo—p les matrices carrées de format (n, n) qui ont

respectivement p fois et n — p fois 'unité comme termes de leur diagonale
principale, et dont tous les autres éléments sont nuls.

La rotation d’axes orthonormés définie par la mairice W applique donc
les p premiéres coordonnées de y sur la variété linéaire des X et les
n — p auvtres coordonnées sur la variété complémentaire qui lui est ortho-
gonale.

3. ANALYSE DE LA VARIANCE DE y

D’aprés I’hypothése (2),

(20) V(y) =E [(y — Xa)(y — Xa)] = o2l

En outre, d’aprés (8)

(21) y=Py=P(Xa+uv) et E(y)=PXa
Donc :
(22) y—E@="Pu

23) V() =E {[§ —E (§)} [y — E ()] = Puu’P’ = c?PP’ = 2P

Dans le nouveau systéme d’axes :

(24) V() = o2,
et
(25) V(G) = 02} n—p
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Comme y et & appartiennent & deux sous-espaces complémentaires
orthogonaux, on peut écrire par blocs :

(26) V(y) = (V{f’ V(Oo)) — o2 (:)L% )=t
En tenant compte de I'hypothése (2), on peut écrire, dans le nouveau
systéme d'axes :
(27) y ——7 N(Xa, a2lp)
(28) 0 ——7 N(0, 0%l ,—5)
On en déduit que :
(29) 6’0 —~—7 o222, ,
et, si et seulement si, a =0,
(30) Yy~ a2

Les deux % ainsi définis sont indépendants en probabilité, puisque y
et § sont vecteurs aléatoires normaux dont la covariance est nulle.

Une autre démonstration consiste a poser :
(31) 00 =u'Mu
qui s’écrit dans le nouveau systéme d’axes :
(32) U'lp—pu = (n — p)u?

et & remarquer que u est une variable normale centrée de variance a2 (%).
De méme, sia=0,

(33) Yy = vlu=pu* ()
Si a=0, on peut établir le tableau suivant d’analyse de la variance :
Variance degrés de liberté Distribution
vy p o7
0’6 n—p o2y2
Y’y n oy

Si @ =0, on peut donc écrire :

Yy n—p xp n—p
34 « oA =" — F S n—
(34 p 00 P xio»p ok

(1) Les propriétés que nous venons d'établir ne valent que dans ie cas des moindres carrés ordi-
naires, c’est-a-dire quand V(u) = o21,. Dans le cas des moindres carrés généralisés, ot Y(v) = 20,0
&tant une matrice définie positive quelconque, I'étude est beaucoup plus délicate. (Cf. E. MALINVAUD,
Méthodes statistiques de I’économétrie, 2¢ édition, 1969, Dunod, Paris, Chap. 5.)

n* 2, 1972 71



(34) permet d’établir le test de a==0. Ce test est cependant d’un faible
interét pratique, puisque la derniére composante de a est le terme cons-
tant du modéle. Ce qui est intéressant, en fait, c’est de tester la nullité des
coefficients des vraies variables exogénes, ou d’un sous-ensemble de ces
coefficients. Nous retrouverons ces tests comme cas particulier du test
d’une hypothése linéaire générale que nous allons maintenant établir.

4. TEST D’UNE HYPOTHESE LINEAIRE GENERALE SUR a
Une hypothése linéaire sur a peut s'écrire :
(35) Ca=0

ol C est une matrice de format rp, avec r < p. (35) traduit I’hypothése
que Xa est orthogonal aux r vecteurs lignes de C. Si C est de rang r,
ce que nous admettrons dans la suite, (35) implique que Xa appartient
d un sous-espace a p — r dimensions de la variété linéaire & p dimensions
définie par X.

Sous les hypothéses posées dans le chapitre 1, la distribution de Ca
peut étre facilement établie : Cd suit une loi normale de moyenne Ca et
de matrice des variances et covariances (?) :

(36) V(Ca) = CV(a)C’ = o2C(X’'X)—1C’
La densité de probabilité de Cd s’écrit donc :

1
"2

(37) p(Ca) = Q7)~; |o2C(X'X)—1C’

exp | — 7 [(8 — @Y CTo*C(X"X)—C'-1C(d — a)]

Dénotons par Q. la forme quadratique qui figure entre crochets dans
I’exponentielle. En tenant compte de ce que :

(38) @ —a = (X'X)-1 X'u

on peut écrire :

3¢9 Q. =% { U X (X" X)—1C[C(X’ X)—1C"-1C(X’ X)~1 X v }

Posons :
(40) N = X(X’X)—1C'[C(X’'X)—1C’]-1C(X'X)—1 X"
d’oU :
(41) 62Q. =u’'Nvu

On vérifie par calcul direct que N est symétrique et idempotente. Son
rang est donc égal & sa trace, or :

(42) tr N =tr C(X’X)~1X’X(X’X)2C[C(X’X)—1C -1 = tr Ir =r
(1) 1l suffit d’écrire : V(C8) = E[C(& — a)(& — a)'C"]
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En effet, la trace d’un produit est inchangée si on permute I'ordre des
termes, & condition que les termes permutés restent conformes, ce qui est
le cas icl.

La matrice C permet de décomposer I'espace & p dimensions des X en
deux sous-espaces complémentaires : Ep-r, ensemble des vecteurs Xa
tels que Ca =0 et Er.

Considérons la matrice C(X’X)—1X’, de format rn et de rang r. Ses r
vecteurs lignes forment une base de Er. Montrons que la matrice N définit
une projection orthogonale sur Er. Si un vecteur Z est orthogonal & Er, il
sera tel que :

(43) C(X'X)—1X’z=0
qui implique :
(44) Nz=0

L’image par N d’un vecteur orthogonal & Er est donc bien nulle.

Si nous considérons la matrice M définie par la relation (7), le calcul
direct montre que :

(45) MN =0

M et N projettent sur des variétés linéaires orthogonales. Ce résultat
était évident, puisque M projette sur un espace orthogonal & I'espace des
X et N sur un sous-espace des X.

Si v est le résidu du modeéle (1), les deux vecteurs aléatoires :
(46) Mu
47) Nu

appartiennent & des sous-espaces orthogonaux. Comme ils suivent I'un et
I’autre une loi normale centrée, ils sont indépendants en probabilité.

Comme N est idempotente, elle peut &re diagonalisée par une matrice
orthogonale S, généralement différente de W :

&
I

<>
l

(48) S'NS =1

Par raisonnement identique & celui qui nous a permis d'établir les lois
ny A A 2 .
de y’y et de 0’0, on peut écrire :

(49) Uch — U N —~—7 sz?

la distribution de ¢2Qc étant indépendante de celle de 4’6,

En général, on ne peut pas calculer 2Qc, qui dépend du paramétre
inconnu a :

(50) 02Q. = (4 — a)C'[C(X’'X)—*C']—1C (d —a)
Si, par contre,

(51) Ca=0
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ce qui est justement I'hypothése que I'on veut tester, 02Q; s’écrit & partir
de I’échantillon :

(52) 02Q. = @’'C’[C(X'X)—1C’|-1Céa

ou, en remplagant @ par sa valeur (X’ X)—1 X’y :

(53) 02Q.= y’X(X’X)—IC’[C(X’X)—1C’jC(X’X)—1X’y =y'Ny
=y’N’Ny = (Ny)'Ny

Les deux vecteurs :

(54) I.Al = My
et
(55) 0 = Ny

sont la projection de y sur deux espaces orthogonaux :
— l’espace & n — p dimensions des écarts 0,

— le sous-espace & r dimensions de Iespace des X défini par la
matrice C.

On peut donc écrire :
(56) VV 4 06 =ww

si nous désignons par W I'écart de y au sous-espace & p — r dimensions
qui contient Xa sous I'hypothése Ca = 0.

Le test de Ca =0 s’écrit finalement :
n—p o®Q _ W'Nu n—p 0% n—p

G oM T uMe X T, = e

Nous avons établi le test d’'une hypothése linéaire et homogéne sur a.
Le test d’'une hypothése plus générale est facile & établir par un change-
ment d’origine. Supposons, pour prendre un exemple simple, que nous
voulions tester I'égalité du vecteur des r premiéres composantes de a a
un vecteur ao donné a priori. Partitionnons le vecteur a en deux vecteurs,
ai, formé des r premiéres composantes de ai et az, formé des p — r com-
posantes restantes. Le modéle (1) s’écrit :

(58) y = Xi a1 + X2 a: 4+ v
(mp) (1) @p—np—rt) (n1)

Le vecteur ao étant connu, on peut écrire :
(59) y — Xiao = Xi(a1 — ao) + Xzaz + v
Il suffit de tester, de la fagon établie précédemment :

(60) ar—ao=20
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5. INTERPRETATION GEOMETRIQUE

La forme quadratique 02Qc, donnée par la formule (53) peut paraitre
laborieuse & calculer. Mais le vecteur v défini en (55) a une interprétation
géométrique simple, qui aide a le calculer.

Nous appelerons « ajustement selon le modéle » la projection y de y
sur la variété linéaire des X. De mé&me, appelons « ajustement sous I’hy-
pothése » I'explication linéaire de y par les X si I'hypothése Ca =20 est
vérifice. Cet ajustement est représenté par le vecteur y*, projection ortho-
gonale de y sur la variété linéaire a p — r dimensions, appartenant a la
variété des X et orthogonale aux r vecteurs lignes de C.

y* et ¢ sont les projections de y sur deux sous-espaces complémentaires
et orthogonaux de 'espace des X. On peut écrire :

(1) gy 40

AsA

(62) Yy =y*y*+ v¥v

v s'interpréte donc simplement comme la différence entre I'explication
linéaire j de y dans le modele général et I'explication linéaire y* de y
sous I'hypothése Ca=0. Dans la plupart des applications concrétes, la
matrice C est telle que y* peut &tre calculé sans difficulté.

Pour donner un support intuitif & "interprétation géométrique que nous
venons d’établir, nous pouvons construire une figure dans le cas (qui ne
peut évidemment avoir qu'un caractére d’illustration) od :

n=—3 p=2 r=1

s
oM =Y
—_
0P =4
—_
0Q =y*
—_
MP =0
—_—
MQ=w
—_
PQ =V

Les triangles OMP et OPQ sont rectangles respectivement en P et Q, d'ou :
MQ2 = MP2 + PQ?
0P2 = 0Q2 4 PQ?
6. EXEMPLES

a) Test de I’absence d’effet des p — 1 vraies variables exogéenes
dans un modélelde régression

Modéle :
O] y=Xa+ v
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Hypothése :
(63) a5 =0v;s 7 p
donc y* s’obtient en ajustant le modéle trés simple
64 y =dapi +w
L’estimation d» de ap est égale a jy et

(65) y*=7i

ol i est le vecteur de I'espace des X dont toutes les composantes sont
égales a 'unité. En effet,

(66) b= (@)Y =1 Yy =5

Le test s’écrit :

G =)0 —p) n—p_
p—1 "o rheer

(67)

Or, un résultat classique de la théorie des régressions permet d’écrire,
si R est le coefficient de corrélation multiple :

(y —7i) ( —7i)
68 — ;- ——~ = R?
(68) (y — i) (y —¥i)

U’y

69 I VN v — 1 == R2
%) (y —Yiy(y — i)
(67) prend alors la forme trés simple :

Rz n—
(70) TR p = = ot 2o

b) Test de I’absence d’interaction dans un modéle d’analyse de
variance a deux facteurs

Les données sont classées dans un tableau a p lignes et g colonnes. On
a n observations en tout. Nous noterons j la ligne, k la colonne et i une
observation dans la case jk. Le modéle avec interaction s’écrit :
(71) Yie =m + a; + bx + ¢ + Ui

oU les uiz sont des résidus qui suivent une loi normale de moyenne nulle,
de variance o2 indépendante de i, j, k, et sans autocorrélation.

Le modéle sans interaction s’écrit :
72) Yik=m + aj + b + wix

ouU les wiz ont les m&mes propriétés que les uis.
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On sait que les estimations de m, a; et b sont les m&mes dans le modéle
(71) et le modéle (72). On peut donc écrire :

(73) fe=r + a; + bx + tx
(74) yhk=rm+a; + b
donc (75) =y —y*=¢

avec (nous ne donnons pas les démonstrations)
(76) e =Yy.x — ¥... — a5 — b

&y et by étant, dans le cas général, solutions du systéme a p + q équations

[ aj +Z:—f6k:y.j. —Y...
) i ’

A Njk _
! bx 4 72 e aj=yr —Y..

ol ny ny. et n.x désignent respectivement le nombre d’observations dans la
case jk dans la ligne j et dans la colonne k.

Dans le cas ob les facteurs sont orthogonaux, (77) s’écrit plus simple-
ment :

(d;=y.5. —Y..
79) it e
bt =y.x—y..

On sait que les termes d’interaction sont liés par p + g — 1 relations
linéaires indépendantes.

Le vecteur ¥ — ¢ a donc (p —1)(q —1) dimensions. Le vecteur des
écarts b du modeéle (71) a n — pq dimensions. Le test d’absence d'inter-
action s’étudie & partir de :

2
2L e

(79) G—Ng—1) o0

= Fip—1)(¢—1)s n—pa

o0 0’0 est la variance résiduelle dans I’estimation du modéle (71).
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CONCLUSION

De précédents articles de cette revue (1) ont montré que des notions
¢lémentaires d’algébre linéaire permettaient un exposé simple et général
des principales méthodes d’analyse des données. Nous avons montré ici
que ces mé&mes notions se prétaient d un exposé & la fois élémentaire et
rigoureux de test de I'hypothése linéaire générale dont la présentation
classique est plus laborieuse. Ce résultat a principalement un intérét péda-
gogique, en permettant & des lecteurs dont la formation en statistique
mathématique est élémentaire de déborder le raisonnement approché
par analogie qui est encore souvent présenté. Dans les utilisations con-
crétes, les formules générales que nous avons établies seraient d’appli-
cation maladroite. Le calcul direct des éléments des deux vecteurs § et ¢
est toujours plus rapide. La seule difficulté que peuvent rencontrer des
débutants réside en la détermination de la dimension de ces deux vec-
teurs, qui fournit les nombres de degrés de liberté & prendre en considé-
ration.

(1) Cf. C. DENIAU et L. LEBART : Introduction & I’analyse des données, n° 3 et 4/1969.
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I’influence de la production et de la consommation sous I’angle des caractéristiques des
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de vente s’interrogent sur la validité des instruments utilisés pour passer des données glo-
bales relevant de la macro-économie & des données détaillées caractéristiques de la
micro-économie, cet ouvrage devrait leur donner les moyens de dissiper leurs scrupules
de nature méthodologique.

En effet, « la nouvelle géographie » a mis au point la théorie des places centrales ou
théorie de la localisation, de la nature de I'espacement des groupes d’activité. Ceux-ci
résultentd’une division du travail permettant de différencier le bloc (ou groupesd’immeuble),
le quartier et le centre commercial et par conséquent de hiérarchiser leur importance par
rapport aux consommateurs ainsi qu’a la nature de leurs dépenses.

L'auteur peut ensuite, par I'examen de situations géographiques dans lowa, a Chicago
ou il est Professeur, puis par des modéles, expliquer le réle des places centrales en éco-
nomies complexes et les variations de leurs hiérarchies. C’est ainsi qu’on peut alors parler
pour les magasins de la localisation 100 9, pour déterminer la valeur de leur implantation
par rapport av quartier central des affaires.

Un peu avant la seconde guerre mondiale, sont apparus les nouveaux cenires commer-
ciaux de périphérie liés & la décadence graduelle de I’habitat en centre ville aux Etats-
Unis, dont les causes sont trés clairement expliquées. Les migrations de populations venues
du Sud & faibles revenus, une dégradation dans I’entretien des immeubles, entrainent un
rétrécissement du commerce de détail et provoquent I’évasion des commerces les plus
solides vers I'extérieur.

A mesure que le nombre des nouveaux centres augmente, leurs spécialisations s’accen-
tuent ce qui permet de retrouver les hiérarchies commerciales en fonction de leur
importance.

Plus récemment, I'application de « la nouvelle géographie » encore appelée géogra-
phie du marketing, a permis de mettre au point des outils efficaces d’évaluation qui sont
utilisés pour I'implantation des centres commerciaux et la planification des villes, qu’il
s’agisse de rénovations ou de créations.
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L’'HARDY (P.). — Structure de I’épargne et du pairimoine des ménages en 1966
(Collections de 'INSEE M 13).

Aprés une premiére publication de ses résultats (Collections de I'INSEE M 6), I'enquéte
INSEE 1967 sur I’épargne des ménages salariés ou inactifs fournit la matiére d’un nouveau
dossier présenté par Philippe L'’HARDY.

Ce dossier constituera un document de travail extirémement précieux pour le chercheur :
il comporte en effet une énorme masse de données brutes sous la forme de tableaux qui
complétent ceux de la publication précédente en indiquant : taux de possession des divers
actifs étudiés, répartition des ménages possesseurs, répartition des montants des actifs,
efc... suivant les trois criteres habituels (revenu, &ge et catégorie socio-professionnelle).
De plus, le dossier comporte aussi un véritable guide pour I’exploitation de cette masse
de données : il facilite I'interprétation des trois critéres d’étude (dont les plus influents
sont I'dge et le revenu) et il présente cing exemples d’utilisation possibles. De ces exemples,
nous en retiendrons deux, du point de vue de I'intérét méthodologique :

— la mise en évidence de I'influence spécifique sur la valeur du logement des ménages,
de I’appartenance & la catégorie « cadre supérieur », une fois tenu compte de I'influence
du revenu : cette mise en évidence s’opére par la reconstitution, a partir des revenus des
cadres supérieurs, d’une distribution théorique des valeurs du logement et par la compa-
raison de cette distribution reconstituée avec la distribution observée.

— I’étude de la concentration des valeurs mobilieres montrant que « ce qui distingue
« actions » et « emprunis et obligations » n’est pas une différence d’homogénéité entre
les répartitions dans la population classée selon le montant de I’avoir détenu, mais essen-
tiellement le degré de liaison de ce montant avec le revenu ».

Le dossier présente toutefois des lacunes qui sont dues aux lacunes de I'enquéte : la
valeur explicative de la catégorie socio-professionnelle est assez limitée dans une popu-
lation comprenant uniquement des salariés et des inactifs ; le fait que 'enquéte ne fournisse
qu’une « coupe instantanée » interdit toute distinction entre I'effet cycle de vie et Peffet
génération qui se retrouvent tous deux dans Pinfluence de I'dge. Le défaut le plus grave,
& notre sens, réside dans I'impossibilité de prendre en compte le critére forfune totale (en
raison de « 'omission dans I’enquéte de différentes parties du patrimoine » et & cause de
la sous-estimation de certains postes) ; cette lacune réduit sensiblement le champ des
recherches possibles qui reste cependant trés large: la parution, dans le courant de 'année
1972, d’études portant sur différents thémes est annoncée et attendue avec grand intérét.
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