METHODOLOGIE

INTRODUCTION
A L’ANALYSE DES DONNEES

par

Claude DENIAU et Ludovic LEBART

Les pages qui suivent constituent un premier exposé élémentaire por-
tant sur « Uanalyse des données», et devraient étre accessibles au plus
grand nombre.

S’tl est nécessaire d’avoir une certaine expérience statistique pour
apprécier pleinement U'intérét des méthodes employées, le langage mathé-
matique d’'un « bon bachelier » devrait, théoriquement, suffire puisque
dans une premiére partie figurent les rappels nécessaires d’algébre
linéarre.

Les diverses méthodes d’analyse exposées ici, ont toutes le méme but :
rédutre de facon synthétique et optimale une masse de données statistiques
trop encombrante pour étre exploitée telle quelle.

Les idées & la base de ces réductions sont anciennes : ' Analyse Facio-
rielle des psychologues se proposait déja de décrire de grands ensembles
d’information en les condensant sous la forme d’un petit nombre de
facteurs. C’est pourquot Uon parlera indifféremment dans cet article
d’ Analyse Factorielle ou d’ Analyse des données.

Les résultats présentés sont & mettre & Uactif de la Statistique descriptive,
car nous ne poserons (sauf mention contraire) aucun modéle probabiliste
«a priori».

L’essentiel des idées exposées dans ce texte ont recu un certain bain de
jouvence (ou sont issues directement) du Laboratoire de M. le pro-
fesseur J. P. Benzecri a la Faculté des Sciences de Paris.

Malgré les sumplifications, les lourdeurs (en particulier sur le plan
des notattons) que nous imposait notre travail de vulgarisation, nous
espérons n’avoir pas trop déformé la pensée des auteurs. Nous pensons
que ce travail pourra inciter certains utilisateurs & approfondir les idées
présentées ict.
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PREMIERE PARTIE
RAPPELS D’ALGEBRE LINEAIRE

1. ESPACES VECTORIELS
Définition (1,1)

Un ensemble E pour lequel on suppose données une application de
E x E— E((x, y) = x + y) et une application de R x E— E ((», x)—
Ax) s’appelle un espace vectoriel réel (%) si :

1.
2.

8.

Pour tout couple (x, y) d’éléments de E,ona : X +y =y + x.

Pour tout triplet (x,y, z) d’éléments de E on a :
x+(y+zd=x+y)+z
Il existe O € E tef que pour tout élément x € E :
Xx+0=0-+x=x

Pour tout x1 €E, il existe x2 € E tel que x1 + x2 = 0.

Pour tout couple («, B) de nombres réels et tout x€Eona :

(¢ + B)X = ax + BX.

Pour tout « € R et tout couple (x, y) d’éléments de E on a :

a(x +y) = ax + ay.

Pour tout couple (a, B) d’éléments de R et tout x€E on a:

a(Bx) = («B)x.

Pour tout x € E, on a 1x = x.

Propriétés (1,1) : (simples a démontrer)

— Pourtout x,y,z, €E : x +y=y + z entraine x = z.

— Pour tout scalaire « et tout élément x € E, on a Ox = «0 = 0.

— La relation Ay = 0 est équivalente d y =0 ou A =0.
— Pour tout x € E, I'élément x’ = (— 1)x est I'unique élément de E
tel que x + x’ = 0.

(1) Quand on écrira espace vectoriel cela sous-entendra « réel».
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Exemples (1,1) : R est un espace vectoriel pour les applications :

(0, B) >« + B
ou a, B MureR

(1) > 2
— soit R* ={z;z= (X1, ., Xn), s ERT <i <n}
Si on se donne sur R” les deux opérations suivantes :
(X1, eees X)) -+ (X ooy X2) = (X1 + XL, X2 4+ X5 eey X + X7)

@(X1y oey Xn) = (X1, eesy Xn)

R” est un espace vectoriel, produit des n espaces R.

Proposition (1,1) :

Si Ei, ..., Ex sont n espaces vectoriels et si on se donne sur Eix ... XEn
les opérations définies ci-dessus, E1x ... XEx est un espace vectoriel.

Définition (1,2)

On dit qu'une partie non vide F de E est un sous-espace vectoriel si
pour tout couple (x, y) d’éléments de F et tout couple (3, 1) d’éléments
de R, on a :

A - py €F

Proposition (1,2) : (trés simple & démontrer)

Si E; et Ez sont deux sous-espaces vectoriels de E il en est de mé&me
de E1 N Ez (la proposition s’étend & une famille quelconque de sous-
espaces vectoriels).

Si E1 et E2 sont deux sous-espaces vectoriels de E

S={x€E; x=x1 + x2x1 €E1,x2€E2} est un sous-espace vec-
toriel de E.

On le note E; + Ez ef on ['appelle espace vectoriel somme de E;
et Es.

Définition (1,3)

Soient deux sous-espaces vectoriels E1 et E2 d’un espace E. Les pro-
priétés suivantes sont équivalentes :

i) EinEx2={0}
ii) Tout élément de E; + E; s’écrit d’une maniére et d’une seule sous
la forme x1 4+ Xz oU X1 € E et x2 € Ea.

On dit alors que la somme E1 + E2 est directe et on la note E; @ Es
{on dit aussi que E; et E2 sont supplémentaires dans E).
Variété linéaire affine
Soit E un espace vectoriel réel et a € E et soit I'application :
t« : E>E

fa : X—a + x.
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Définition (1,4)

Soient E; un sous-espace de E et a € E. L'image de E; par ta (notée
a + E,) s’appelle une variété linéaire affine.

2. APPLICATIONS LINEAIRES ET BILINEAIRES

Définition (2,1)

Soient E et F deux espaces vectoriels. On dit qu’une application f de E
dans F est linéaire si :

f(ax 4+ uy) = M(X) + uf(y)
quels que soient
x,y€E xpeR

(Montrer que f(0) = 0)

Exemple (2,1)

Soient E un espace vectoriel et a € R. On définit une application
ha de E dans E par:
ha : x—ax

C’est une application linéaire.

Définition (2,2)

Soient E et F deux espaces vectoriels et f une application linéaire de E
dans F.

i) On appelle image de f et on note f(E) ’ensemble des y € F tels
qu’il existe x € E vérifiant y = f(x).

i) On appelle noyau de f et on note Keri(f) I'ensemble des x €E fel
que f(x) = 0.

Propriétés (2,2)

a) f(E) est un sous-espace vectoriel de F et Ker (f) un sous-espace
vectoriel de E (facile @ démontrer).

b) Une application linéaire bijective est appelée isomorphisme
(si f est un isomorphisme, f—1 est aussi un isomorphisme).

Proposition (2,2)

Soient trois espaces vectoriels E, F, G, f une application linéaire de E
dans F et g une application linéaire de F dans G.

Alors h = gof est une application linéaire de E dans G.

3. COMBINAISONS LINEAIRES, BASES, DIMENSION
Définition’ (3,1)
Soient Xi, ..., X» des é&léments d’un espace vectoriel E ; on appelle

combinaison linéaire de xi, ..., Xs, tout élément x € E possédant la
propriété suivante :
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I} existe des scalaires 14, ..., An € R tels que
= MX1 + . + AaXn

On notera x = Z AiXi
1<i<n

Exemple (3,1) soit a € R® a={_y ., ) MR 1T i <n
considérons

tout élément de R™ s’écrit comme combinaison linéaire de ey, ... ex.
(On peut montrer que l'écriture est unique en remarquant que

1y oer En) = (Myeesy An)

si et seulement si & = a1 <i <n.)

Définition (3, 2)
Soit E un espace vectoriel et (x:)i<i<n une famille d’éléments de E.

i) On dit que la famille (x¢)1<i<n est libre si et seulement si :
Z axe =0 entraine =0 1 <i<n

i) On dit que la famille (x:J1<i<» engendre E (ou est une famille
génératrice de E) si tout élément x € E s’écrit comme combinaison
linéaire d'éléments de la famille (x¢)1<i<n-

iii) On dit que la famille (Xi1<i<n est une base de E si tout
élément x € E s’écrit de maniere unique comme combinaison linéaire
de la famille (x¢)1<i<n.

Remarque (3, 2)

On montrera 4 titre d’exercice que (i/, ii/) est équivalent a (iii/). On
admettra que « tout espace vectoriel posséde une base » et que si
un espace vectoriel posséde deux bases, elles ont mé&me « nombre»
d’éléments.

Exemple (3, 2)

Montrer que la famille (edi1<i<n d’éléments de R%, définie dans
I'exemple (3, 1 page 62) est une base de R=”,

Définition (3, 3)
« Le nombre » d'éléments d’'une base d’un espace vecioriel est appelé
dimension de E. On notera dim(E). (Nous ne nous intéresserons

qu’a des espaces vectoriels de dimension finie.)
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Définition (3, 4)

Soient E et F deux espaces vectoriels et f une application linéaire de E
dans F. On appelle rang de f la dimension de f(E).

4. ESPACE S8(E, F)
Proposition (4, 1)

Soient E et F deux espaces vectoriels. L’ensemble des applications
linéaires de E dans F pour lequel on suppose données les opérations :

(f,g) f + g [définie par (f + g)(x) = f(x) + g(x) pour tout x € E]
(», f) Af [définie par (Af)(x) = 2f(x) pour tout x € E]

est un espace vectoriel. On le notera 8(E, F). (Démonstration triviale).

Définition (4, 1)

L’ensemble des applications linéaires de E dans R est appelé I'espace
dual de E et se note E* = 8(E, R).

(Un élément de E* est appelé : forme linéaire sur E).

Proposition (4, 2)

Il existe une application linéaire unique f d'un espace vectoriel E
dans un espace vectoriel F, telle que :

quel que soit 1 <i <{n f(as) = by m

ol (bih<i<n est une famille quelconque d’éléments de F et (as)1<i<n
une base de E.

Preuve :

e Unicité : supposons que f existe vérifiant (1) x € E s’écrit de
maniére unique :

X = Z aiQsg
1<i<{n
(a<i<n base de E, donc f(x) = > af(ai) = > aubs

donc si f existe elle est unique.

e Existence : I’application x — z atb; de E dans F est
1<i<n

linéaire. (Donc f est déterminée par ses valeurs sur les éléments

de la base).

Proposition (4, 3)
Soit E un espace vectoriel de dimension finie, alors dim(E) = dim(E¥*).

Preuve :

Soit (ed)1<i<a Une base de E ; [considérons la famille (e¥)i<i<r
d’éléments de E* tels que :
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soient x* ¢ E* et x € E X = z Ai€g
1<i<n

X¥(x) = > AxH(er)

Posons x*(e:) = af 1 <i<n.

M

D’aprés la proposition (4,2), x* est parfaitement déterminé.

Définissons une famille (e*)i<i<n d’éléments de E* par
ef(x) =N
0ij
ou ce qui revient au méme, par ef(e;) =
1i=j
(1) s’écrit alors x*(x) = Z el (x)
1<i<n

d’ol x* = Z et quel que soit x* ¢ E*
1<i<ln

donc (ef)1<i<n engendre E*.

Montrons que la famille (e¥)1<i<n est libre.

Z aief = 0 => quel que soit x € E Z wef(x) =0
1<i<n 1<i<n

en particulier pour x = e;
Z wief(ej) = as =0  quel que soit 1 <i<n

ce qui achéve la démonstration.

5. MATRICES

1<i<n

Soit f une opglicaﬁon de E, dont une base est (a¢)i<i<m, dans F, dont

une base est (b;
f:E—~F

X € E s’écrit x = z Qg

1<i<<m
)= > (e
1<i<m
mais f(x) € F, donc f0) = > whby
1<G<n

Or, quel que soiti 1 <i <nles f(a;) € F donc :
f(a) = bixir + ... + broun

f(ﬂ.m) = bl“ml Tt e T bn“mn
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Remplagons dans (1) les f(a;) 1 <i <<m par leurs expressions (2).
A|orsf(x) = (b1a11 + o + bnaln)ll + we + (b1em1 + ... + bndmn))xm (3)

Ecrivons que les seconds membres de (1°) et (3) sont égaux et identifiés.
On en dédvit :

w1 = o111 + e - Cmi1Am

4)

Wn = 211 + oo - Cmalm

L’expression (4) détermine d’une maniére et d’une seule I'application
linéaire f par rapport aux bases (ai)1<i<m et (b§)1<,-<n de E et F. Pour
connaditre f il suffit donc de connaitre le tableau (5)

%11 sessnnnsaes Ami
= . : (5)
\d.ln .......... Amn

Un tel tableau s’appelle une matrice & m colonnes et n lignes. La itme
colonne de la matrice A est formée avec les composantes de f(as) dans

@:-
Ecriture matricielle d’'une application linéaire.
La relation (4) du paragraphe précédent :

g1 = a1l + vee + amidim
U—n. = 1pA1 + . - tmaim

ov f(x) a pour composantes (i1, ..., {n)
ol x a pour composantes (A1, ..., Am)
s'écrit :

= . . . (6)

Remarque (5, 1)
A est la matrice de f associée aux bases (agi<i<m de E et (bihi<i<n
de F ; elle dépend du choix de ces bases.

Notations :
— Les coordonnées par rapport & la base (aii<i<m d’un élément

x€E
X == Z Q5

1<im
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se disposent en une matrice du type « colonne» notée X (ou M(x))
avec
[ M
X=| .
Am |
— Une forme linéaire fest déterminée par les (f(aq))1<i<m o0 (a1 <i<m

est une base de E. Les f(as) = «: sont disposés en une matrice du
type « ligne» M(f) = (1 ... xa).

— Enfin, posons

/P-L
Y=|.
Un
I'expression (6) s'écrit
Y = AX

Transposée d’une application linéaire

Soient E et F deux espaces vectoriels et f : E — F une application linéaire.
Soit v une forme linéaire sur F,(u € F*) ; alors, I'application composée uof
est une forme linéaire sur E.

On peut définir une application linéaire *f : F* — E* en posant :
tf(u) = vof
quel que soit u € F*.
Définition
L'application f s’appelle la transposée de I'application linéaire f.

Proposition (a vérifier)

i) Soient E, Fdeux espaces vectoriels et f, g deux applications linédires
de E dans F, alors ¥(f + g) = *f + q.

if) Soit G un autre espace vectoriel et f:E—F, g:F— G deux
applications linéaires :
fog) =‘go ¥

Quelques éléments de calcul matriciel

Une matrice A & m colonnes et n lignes est appelée matrice de type (m, n)
et notée :
A = (ahi<i<m ou A(m, n)
1<j<n

(Si m = n la matrice est carrée).

Définition (5, 1)

On appelle transposée de la matrice A = (ay) la matrice B = (by)
définie par by = aji ; on la notera B = *A,
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Exemple :

t(X1, oo Xn) =

\xa
(le vérifier & partir de la définition de la transposée d'une application
linéaire).
Définition (5, 2)

i) On dit qu'une matrice A est symétrique si tA = A,
ii) On dit qu'une matrice D est diagonale si aiy =0 pour i Z |

iii) On dit qu'une matrice A est antisymétrique si tA=—A
ol — A = (— auhici<m
1<ji<n

(On vérifiera que ces matrices sont nécessairement carrées).

Addition des matrices (5, 3)

Soient E et F deux espaces vectoriels réels, et f, g deux applications
linéaires de E dans [F. Choisissons (ai<i<m et (b)i<j<n pour
bases,respectives de E et F

A = (az) matrice de f
B = (Bu) matrice de g

f(Gi) = bian + e + brain
Posons h =f+ g

g(a:) = biBir + ... + bnPin

Les &léments de la ieme colonne de la matrice associée a hseront les
composantes de h(as), donc si on appelle C = (v#) la matrice associée
ah:

vy = ag + By 1 <i,j<n

et on écrit C = A + B,

Définition (5, 3)
Soient E, F et G trois espaces vectoriels ayant pour base respective
(ar<i<m (b)1<i<n, (ck§1<k<p et deux applications linéaires f et g
g:E—F f:F—>G
soit h = fog.

Désignons par A = (2,), -, B = By cicm et € = (Yih<icm
1<k<p 1<i<n 1<<p
les matrices associées & f, g et h. Le lecteur vérifiera que :
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Yik = z Bk
1<i<n

On dit alors que C est la matrice produit de A et B et on note C = AB.

Remarque (5, 4)
Le produit n’est défini que si le nombre de colonnes de A est égal au
nombre de lignes de B (le vérifier).
Propriétés (5,5)
Soient A, B, C des matrices ; lorsque ces opérations sont définies :
(AB)C = A(BC) = ABC
A(B + C) = AB + AC

A(»B) =>AB reR
AB £ BA

‘A +B) =*A ‘B
$(AB) = tBfA

HEA) = A,

Définition (5,4)

Soit A une matrice carrée, on appelle trace de A = (ay)i<ii<m
et on note tr (A) la somme des éléments de la forme «u (éléments
diagonaux de A

tr A = 2 dis
1<i<m
Proposition (5,6)
tr(A + B) = tr(A) + tr(B)

tr(tA) = tr(A)

tr(2A) = Atr(A)

fr(AB)  =1r(BA) = > aybs
1<eiCm
1<i<n

(la démonstration est laissée aux soins du lecteur)

La matrice carrée (m, m) (matrice carrée d'ordre m) dont tous les
éléments diagonaux sont égaux a 1 et dont tous les autres sont nuls est
notée

L \
. 0

Im =

\ 1)
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OnalnA =Alm =A e  tr(lm)=m

Définition (5,5)

On dit qu'une matrice carrée A(m, m) est inversible si et seulement
si il existe B(m, m) telle que

AB=BA =In
B est alors appelée matrice inverse de A et notée A—1,

Définition (5,6)

On appelle rang d’vune matrice le rang de I'application linéaire
qu'elle représente.

6. FORMES BILINEAIRES, FORMES QUADRATIQUES

Définition (6,1)

Soient E, F deux espaces vectoriels et f une application de E dans F ;
f est bilinéaire si elle est linéaire par rapport & chacune des variables
[c’est-a-dire, si x — f(x, y) et y — f(x, y) sont linéaires].

Matrice associée a une forme bilinéaire

(a:) base de E X = z aiXi

1<i<m
(bs) base de F y = z bsx;
1<i<n
f(x, y) = z f(asbs)xsy;
1<iim
1<5<n

[On laisse le soin au lecteur de démontrer que les f(aibj) = ai défi-
nissent complétementf.]
[ 2 1 S ml X1

On écrira :f(X,y) = (Y1, eer Y )

AL7 o n v o osoese Lmn Xm

soit en écriture matricielle F = *YAX,
Mais tYAX est un scalaire, donc {(*YAX) = ¢YAX

done | XTAY = YAX

si le rang de A est égal ar, f est dite de rang r.
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Définition (6,2)

On dit qu’une forme bilinéaire f, définie sur E x E est symétrique
si quel que soit x,y € E_f(x, y) = f(y, x).

Remarque (6,2)
f symétrique entraine : quel que soit 1 <i,j <{n :

ayy = f(as, a7) = f(as, ar) = aze

donc la matrice associée & f est symétrique.

Définition (6,3)
f étant une forme bilinéaire symétrique on appelle forme quadra-
tique q associée, 'application de E dans R définie par :
q(x) = f(x, x) quel que soit xeE

(f est appelée la forme polaire de q)

Ecriture matricielle : Q(X) =*#XAX o0 A est symétrique et Q la
matrice associée a q.

Action d’un changement de base

1) Sur un vecteur ; soit E un espace vectoriel de dimension n,
B = (ar)i<i<n et B’ = (ai)i<i<a deux bases de E.
Considérons la matrice S = (si7) ayant pour colonne i les coordonnées
de a’s sur B :

’

a’i = z $4qj M
1<i<n
S est inversible. (En effet, on sait qu’il existe s€ S(E, E) unique tel

que ai =s(as) (propriétés 4,2) et s(a:) est une famille libre, s est de
rang n, donc s est inversible).

Soit x €F,
si on pose X = Z AiXs = Z aix{
1<i<n 1<i<n
en tenant compte de (1) x; = z syX’ i<<j<n
1<in

que 'on peut écrire :
X=8X" e X =8§1X

La matrice S de passage donne les anciennes coordonnées
(x1, ..., xn) en fonction des nouvelles (x’4, ..., X’x).

2) Sur les formes polaires et quadratiques

goienf x €E et X sa représentation dans B et Y sa représentation
ans B’.

Soient X1 € E et X; sa représentation dans B et Y; sa représentation
dans B’.
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=SY Y =5-1X
X]_ = SY1 Y1 = S—1X1

Soit q la forme quadratique et Q sa représentation dans B :
Q(X) = tXAX
Exprimons X et ¢X en fonction de Y :
X=SY e IX=°Y%
La représentation de q dans la base B’ est Q(Y) = *Y*SASY

__tYBY ob | !SAS — B]

La représentation de la forme polaire f dans B et B’ sera:
F(X, X1) = *XAX,
F(Y, Y1) = ¢Y*SASY,
= tYBY1

Proposition (6,1)

Etant donné E espace vectoriel, (ahi<i<n (ai1<i<n deux bases de E
et S la matrice de passage de (ai)i<i<n & (af)1<i<n. Pour toute
application bilinéaire f de E dans E : B = !SAS o0 A est la matrice
associée & f par rapport & (agi<i<n et B la matrice associée a f par

rapport a (ai)i<i<n.

Définition (6,4)

On dit qu’une forme quadratique q sur un espace vectoriel E est
positive si q(x, x) > 0 pour tout x € E.

Définition (6,5)

7.

Pour qu’une forme quadratique positive q sur un espace vectoriel E
soit non dégénérée (ou définie) il faut et il suffit que q(x, x) > 0 pour
tout x % 0 dans E.

ESPACE VECTORIEL NORME, DISTANCE

Définition (7,1)

E é&tant un espace vectoriel, toute application || || de E dans Rt véri-
fiant :
[x]| =0  sietseulementsi ~x=0

e +y] <l + 1yl xyeE
ol = {2 x| »eR
est appelée une norme sur E (E est alors un espace vectoriel normé).
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Norme associée @ une forme quadratique positive non dégé-
nérée

Soit q une forme quadratique positive non dégénérée alors :

quel que soit x € R
q(Ax) = r*q(x)

V() =3[ Vab)

d’autre part q(x) = 0 si et seulement si x = 0 (q est définie positive)
enfin vérifier que

donc

Vax +y) <Vq(®) 4+ Vq(y)
Proposition (7, 1)

L'application de E dans R+ définie par X — 1/q(x) est une norme
sur E.

Définition (7, 2)
Soit E un espace vectoriel, muni d’une norme x — q(x) q étant une
forme quadratique définie positive, E est alors appelé espace eucli-
dien.

Définition (7, 3)

On appelle distance sur un ensemble E, une application d de E dans
R+ telle que :

i) d(x, y) = O'si et seulement si x =y.
ii) d(x, y) = d(y, x) quels que soient x, y € E.
ifi) d(x, z) < d(x, y) + d(y, 2) quels que soient x, y,z€E.

Proposition (7, 2)
Si x— x| est une norme sur un espace vectoriel E, alors
d(x.y) =[x —v|
est une distance sur E telle que :

d(ax, ay) = [Ald(x,y) et  d(x + 2,y +2) =d(x )

i) d(x,y) =0 si et seulement si [x—y| =0
[x—y[ =0 si et seulement si X =y
if) d(x.y) =[x —|
==y —x|
=y —x|
=d(y, x)
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iii) d(x,2) = |x —z||
<fx—y| +ly—z]
<d(x.y) +d(y. 2)

Les deux autres propriétés se démontrent facilement.

8. DETERMINANT

Définition (8, 1)
Etant donné (Es)i<i<n des espaces vectoriels on dit qu'une application
de Ejx ... XEx dans R est une forme multilinéaire, si chaque appli-
cation partielle x; — f(X1, o Xi ... X2) est linéaire. (On dit aussi
« forme n-linéaire »).

Définition (8, 2) n

Une forme n-linéaire définie sur E” (Ex...xE) ol E est un espace
vectoriel est alternée si :

f(X1s cons Xty 00 Xn) = 0 (X1, 2esy Xi, o0e Xa) € EP
pour tout élément ayant deux coordonnées égales.

Proposition (8, 1)

i) Une forme multilinéaire alternée f change de signe lorsque I'on
transpose deux composantes.

En effet :
f(X1s oo Xt 4 Xy ey X7+ Xiy woe X)) = 0
+ f(X1y ey Xty oe Xy un Xir)
+ F(X1y ceey Xfy woe Xty ooo Xr)
donc :
F(X1s eees Xty ery Xiy oo X} = —f(X1, ve0) Xsy saey Xty voey X))

ii) Si o est une permutation et k le nombre de transpositions de s
o i —o(i)

alors

f(Xa(1)s ever Xo(m) = (— 1) f(X1, cooy Xn) = eof(X1, ..ry Xn)
ol ¢ = 4= 1 (suivant la parité de k).
Formes n-linéaires alternées sur un espace vectoriel de dimen-
sion n
Etudions les formes n-linéaires alternées sur E» :
— soient E un espace vectoriel, (a:i)i<i<n uUne base et (xih<i<n

n éléments de E
Xi = z Aipdj

1<i<n
f(X1y voes Xn) = f(z Ayas, o, anja,) 1<j<n
i i
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f(x1, ooer Xn) = Z AT, eee lnjnf(cljl, vy Qfn)

1<, <n
Les termes de la forme f(as, ..., asp, «.., Qsg, ..v, G7a) sont nuls si jg = jo.

Il ne reste que n! termes (nombre de permutations d’'un ensemble &
n éléments ; ensemble noté S,).

Soit la permutation & : (1, v, N) —> (j1y «oes )

f(X15 ooy Xn) = Z A,o(1) +r Miof(Qo(1), veer Aotmy)
g€S,

(X1, s Xn) > SoMott) o Mromf(@s, e tn) (1)

ce€,

Dans I'expression (1) les f(ay, ..., an) sont indépendants du n-uplet
d’éléments de E.

Montrons que les formes construites répondent a la question.
— multilinéaire : évident

— alterné : supposons que x; = X¢ (c’est-a-dire My = dy 1 <j < n)
a tout terme

EGMIG(L) ves Mo(i) +eo Ai%a(i’) ooe Ano(n)
correspond

€5’ Mo(1) eee Ai70(E7) see Ao(E) .s» Ano(n)

ces deux termes se différent d’une transposition donc : g5 = — &
donc les termes de la somme s’éliminent deux & deux.

La condition (1) est une condition nécessaire et suffisante.

Donc : sur un espace de dimension n, il existe une forme
n-linéaire alternée déterminée a une constante multiplicative
prés.

Définition (8, 3)
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Le déterminant, par rapport & une base ordonnée, d’un espace vec-
toriel est celle des formes n-linéaires alternées qui prend la valeur 1
pour les n éléments de la base.

det [X1, oo Xn] = . SoMatt) o Jnstr)

c€S,
on le notera :
11 sacvnrensaens An1
det [X1, vy Xa] = | . . 19
)\17,, ............ )\nn

(déterminant d’ordre n).



Le déterminant est linéaire par rapport aux éléments d’une ligne ou
d’une colonne (multilinéarité).

det [X1y eeey Xn] = M1Az1 e T AinAin (2)

Calcul de Ai; (par exemple) coefficient de A11 dans une expression
du type (2). Si nous meitons A11 en facteur dans I’expression (1), ce
nombre est facteur d’une somme qui n’est autre que le déterminant
d’ordre (n — 1) obtenu en supprimant du tableau (1°) la premiére
ligne et [a premiére colonne.

Pour déterminer Ay on améne la i®™® ligne a la premiére [ce qui
revient & changer (i — 1) fois le signe du déterminant].

Amenons ensuite la j*m¢ [igne d la premiére [ce qui revient a changer
(j — 1) fois de signe].

Conclusion : As; est égal au produit par (— 1)i—1+/—1 = (—1)i+7 du
déterminant obtenu & partir de (1°) en supprimant la i®@e ligne et
la jtme colonne.

Ais est appelé le mineur associé a iy et (— 1)i+7Ay est appelé le
cofacteur associé a Ay.

Déterminant associé a vne application linéaire
(X1, 0w Xn) €E* et f, g€ B(E E)
(X1, .oy Xn) — det [g(X3), ..., §(Xn)]
C’est une forme multilinéaire : (g linéaire, déterminant multilinéaire).
C’est une forme alternée : (trivial).
Cette forme multilinéaire alternée est proportionnelle adet [x1, ... Xn]
det [g(X1), ...r G(Xn)] = h det [X1, ..., Xa] heR

det [g(ai), ..., g(an)] = h
det [g(X1), ..., §(Xn)] = det [g(a1) ... g(ar)] det [X11, ..., Xn]

Mais se donner n éléments (xi, ..., X») c’est se donner une application
linéaire qui aux éléments (ai, ..., ax) associe (X1, ..., X») donc :

det [go f(ai), ..., g0 f(ar)] = det [g(ai), ..., g(ax)] det [f(ay), ..., f(an)]
en introduisant les matrices

f— A
det [BA] = det B det A

g—B

Proposition (8, 2)

i) det A. det A=t —1.

ii) det A = det S—1AS ou S matrice de changement de base (le déter-
minant d’une application linéaire de E dans E est indépendant de la
base a laquelle E est rapportée).

(La démonstration est laissée aux soins du lecteur).
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Application
Proposition (8, 3)

Soit A = (au)1<ij<n UNe matrice carrée. A est inversible si et seu-
lement si det A %= 0.

C.N. Supposons A inversible et soit A—1 son inverse, alors
det (AA—1) =det Adet A—1 =, =1
donc det A 54 0.
C.S. Supposons det A > 0. Si A = (a), B = (a—1) est telle que
AB =BA =1

Soit A = (au)i<ij<n N >2; considérons Bl= (bu)icij<n oV
by = cjijdeta et ¢1 le cofacteur de ay;.

L’élément (i, j) de AB est :

z asbry = (

pour (1 <i,j <n).
Or

aixcix | [det A
1<k<n

aikcir = det A (sii=j)
1<k
et

aiccie =0 (sii5£j).
1<k<n
Définition (8, 4)

Soit A = (au)1<ij<n Une matrice carrée. On appelle adjoint de A
et on note Adj(A) = (du)1<ij<n la matrice transposée des cofacteurs

de (au)1<ij<n donc :
A1 = Adj(A)/aet &

9. VECTEURS PROPRES D’UNE MATRICE
Définition (9, 1)

Soit A = (au)1<i,j<n Une matrice carrée ; on appelle valeur propre
de A (resgecﬁvement vecteur propre de Ag tout élément M €R
)

(1 <i <n) (respectivement tout élément x; # 0) tel que :
AX; = MiXy
ou
(A — M)Xi =0

Or un tel systéme homogéne a une solution non triviale si et seulement
si det (A — ) = 0.
Proposition (9, 1)

Soit A = (au)i<ij<n Une matrice. Les valeurs propres de A sont les
n racines (distinctes ou non) de det (A —2) = 0.
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Le polynome det (A — 1) est appelé « polynédme caractéristique»
de A, all est de degré n par rapport a ).

Proposition (9, 2)

Soient A =!(au)i<ij<n UNne mairice, [P une matrice réguliére et
B = PAP—1 ; les valeurs propres de A sont identiques a celles de B ;
d’autre part trA = trB et rang A = rang B.

En effet,
e det (B — Al) = det (PAP—1 — Al) = det (PAP—1 — 2PP-1)
det [P(A — 2)P—1] =det (A —3)

donc les valeurs propres de A sont égales a celles de B.
e trB = trPAP—1 = tr(P—1PA) = tr(A)
e P et P—1 réguliéres donc rang (A) = rang (B).

Proposition (9, 3)

Si D est une matrice diagonale ses valeurs propres sont ses éléments
diagonaux (trivial).

Proposition (9, 4)

Si A est une valeur propre de A et si r € N*, alors A est une valeur
propre de A" ; si A est inversible, alors x— est valeur propre de A—".

o Si AX =X, dalors A(AX) = A(AX) = AAX = 22X d’od par récur-
rence sur r A™X = x*X,

e Si AX = aX, alors 21A—1AX = »—1A—13X et 11X = A—1X d’o0
par récurrence, sur r A—"X = »—"X.

Proposition (9, 5)

Si (A— )Xy =0 et (A—22l)Xz2 =0 oU A est une matrice symé-
trique et A1 7~ A, alors tX; X = 0.

Par extension si A et B sont symétriques et si (B — 21A)X1 =0
et (B —_ XzA)Xz = 0 alors tX:AX; =0

e Sj A1 ;é Az
AX1 = a1 X1 en multipliant a gauche par X, on obtient :

tEX2AX: = Mt XeXq (1)
AXg = 22X> on obtient de méme

EX1AX e = 2P X1 X5

mais A est symétrique donc :

tX:AX: = At X X1 (2)
de (1) et (2) on tire

(7\1 _— 7\2)'X2X1 =0 avec ISR Y
donc ¥X2X;1 = 0.
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e BX: = 21AX1 en multipliant a gauche par ¢X;, on obtient
tXaBX1 = ntXAX:

BX: = 22AX: en multipliant & droite par X3, on obtient
tEX1BX2 = 2tX1AX:

mais A et B sont symétriques, donc :

tXBX1 = AP X2AX:
de (3) et (4) on tire

()\1 —_— lz)‘XgAXl =0 avec IS
dOI’lC thAxl =0.

Matrices orthogonales

Définition (9, 2)

)

4)

On appelle matrice orthogonale une matrice P = (my)i<ij<n telle

que
tPP = 1.

{| On remarque que si P; et P; sont deux colonnes de P *P;P; = 0 si

| i et tPPy =1.

Proposition (9, 6)

Si P est orthogonale, |det P| = 1.
En effet, det | = det P det P et det !P = det P,

Exemple :
[Cos® —Sint 0
Sin 6 Cos 6 0 estorthogonale
0 0 1

Proposition (9, 7)
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Si A est une matrice symétrique, et A une valeur propre de A, alors

r€R.

® Soit X le vecteur propre de A associé &
AX =X
EXA = aX

Le conjugué de (1) est : _
tXA = X

(1)

(nous rappelons que nous considérons des espaces vectoriels réels)

EXAX = NXX = aXX
donc A =17,



Diagonalisation d’une matrice symétrique
Proposition (9,8)

Si A ¢(a)<ej<n est une matrice symétrique, il existe une matrice ortho-
gonale P = (pu)hi<iji<n telle que *PAP soit diagonale (la démonstra-
tion est laissée de coté).

Proposition (9,9)

Soient A une matrice symétrique et P la matrice orthogonale qui
diagonalise A. Alors les valeurs propres de A sont les éléments dia-
gonaux de D =tPAP. Le rang de A est le nombre d’éléments dia-
gonaux non nuls de D.

D matrice diagonale, donc ses valeurs propres sontses éléments diago-
naux et son rang le nombre des éléments diagonaux non nuls.

Puisque P est orthogonale (*P)~1 = P, D = tPA(*P)—! a méme rang et
les m&mes valeurs propres que A.
Matrices idempotentes
Définition (9.3)
A est idempotente si et seulement si A2 = A.

Proposition (9,10)
Si A est idempotente, les valeurs propres de A sont soit 0, soit 1.
Soit A valeur propre de A, AX = aX ot X 5= 0 vecteur propre

A(AX) = 2AX = 22X
or AA = A donc AX = a2X
A2 = Adoncr =0o0u1

Remarque : Le rang de A est le nombre valeurs propres non nulles
de D =*PAP oU P est la matrice orthogonale qui dia-
gonalise A.

Propriétés des matrices définies positives

Proposition (9,11)

Une matrice symétrique A est définie positive si et seulement si les
valeurs propres de A sont positives.

® Soit P la matrice orthogonale qui diagonalise A :
A1

D = tPAP =

.
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oU les % sont les valeurs propres de A.

Soit Y =¢PX telle que X = (tP)—1Y = PY.

Alors tXAX =(PY)A(PY) =¢YDY = EM)’%
1<

Or, Zay? =0 entrafne ys =0 1 <i <n

PY = X = 0 ; donc A est définie positive.

® Réciproquement si A est définie positive ; supposons qu’une valeur
propre 2; soit non positive :

1
1
soit Y/ = . et X’ = PY’ donc X’ £ 0
0
mais ¢ X’AX = *Y*PAPY’ = tY’'DY = a1 <0
(contraire & I’hypothése).
Proposition (9,12)

Si A est une matrice symétrique définie positive. Alors det A > 0,
le rang de A est égal a n (évident).

Proposition (9,13)

Si A = (au)i<i,i<n est une matrice définie positive et \C = (cu)1<i<n
1<ji<n
une matrice telle que rang C = n, alors *CAC est définie positive.

Proposition (9,14)

Si A est définie positive et C réguliére, alors *CAC est définie posi-
tive.

o PCAC est symétrique.

o Y£0, tY(CAQ)Y =*tXAX ol X = CY. Puisque A est définie
positive et X £ 0, tXAX > 0.

Mais *Y(CACQ)Y est donc positif pour Y £ 0 et on a gagné !
Proposition (9,15)

Si A est définie positive, il en est de méme de A—1,

(On pose C = A—1! dans la démonstration de Proposition 8,12).
Proposition (9,16)

Soit A une matrice symétrique définie positive, il existe une matrice
réguliére C telle que CA*C =1 et :CC = AL,

Soit P une matrice orthogonale telle que
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A

0
D — tPAP — >0 1<i<n
0 .
An
1V
' 0
et soit M=
o .
1/ An

Alors C = 'M!P produit de matrices régulidres est réguliére et
CAfC = *MPAPM = tMDM = L.

Enfin, si CA*C =1 alors ‘C‘CA‘C)C = tCIC =!CC d’ob *CCA =1
et ‘CC = A—1. On a gagné!
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1.1.
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DEUXIEME PARTIE
ANALYSE DES DONNEES

ANALYSE EN COMPOSANTES PRINCIPALES
LE PROBLEME POUR L’UTILISATEUR

Le probléme posé par I'analyse factorielle peut schématiquement
se résumer ainsi :

A) On dispose de données statistiques qui ne peuvent se
représenter que dans un espace de dimension élevé ; ce qui
signifie le plus couramment que I'on dispose d’un nombre assez
important de variables et d’observations, par exemple 60 caractéres
gvariables) mesurés sur 1000 individus (observations), ou méme

caractéristiques économiques Svcricbles) mesurées sur 21 régions
(observations). Quelquefois, la distinction entre variables et obser-
vations est artificielle ou conventionnelle ; en principe, on réservera
le nom d’observation & tout ce qui a un caractére répétitif, a tout
ce qui peut &tre considéré comme une réalisation d’un vecteur
aléatoire qui aurait autant de composantes qu’il existe de variables.

Pratiquement donc, on dispose d’un tableau rectangulaire de
valeurs numériques dont les dimensions sont telles qu’elles sont un
obstacle a 'assimilation rapide par le statisticien de I'information
contenue dans cet ensemble de nombres.

B) On désire représenter, dans la mesure du possible, ces
données statistiques dans un espace de faible dimension, avec
le minimum de perte d’information ; ainsi, par exemple, on
résumerait les 60 variables mesurées sur les 1000 individus par
cing variables (les données de ces cinq variables permettant de
reconstituer approximativement les 60).

On passe ainsi de 1 000 points dans un espace a 60 dimensions,
a 1000 points dans un espace a 5 dimensions.

En fait, cinq dimensions sont encore beaucoup pour notre « rétine».

Ainsi, nous chercherons d'abord des espaces a une ou deux ou
trois dimensions, en les complétant éventuellement par quelques
dimensions supplémentaires.

C) On ne fait aucune hypothése particuliére préalable ;
ceci pour insister sur le coté purement descriptif de I'opération, a
Popposé des démarches des pionniers de I’analyse factorielle, cher-
chant un petit nombre de facteurs interprétables, a partir de modéles
assouplis et rendus plus dociles par 'introduction de paramétres
supplémentaires.



1.2. LE PROBLEME POUR LE STATISTICIEN

Le statisticien a le choix entre plusieurs espaces de départ, pour
raisonner : I"espace dit « des observations» (o0 les données de base
seront par exemple représentées par 60 points variables dans un
espace @ 1 000 dimensions) ou « 'espace des variables» (a 60 dimen-
sions, avec 1000 points observations dans le cas de notre exemple,
chaque point observation ayant 60 coordonnées qui sont les valeurs
des 60 variables lui correspondant).

Dans ce dernier espace, par exemple, la distance entre deux points
constitue un nombre caractéristique de la ressemblance des deux
observations correspondantes. Soit X1 et X2 ces observations (x1 et
x2 sont donc des vecteurs @ 60 composantes que nous désignerons
par Xii et Xo: I'indice i variant de 1 @ 60).

La distance d(x1, x2) s’écrit :

d2(x1, x2) = . (K1 — Xa0)?
i=1

Elle est d’autant plus faible que les composantes Xii et X2 sont
proches pour toutes les valeurs de i.

Dire que l'observation xs est & la méme distance de X1 que X2
pose néanmoins, en général, beaucoup de problémes d’interpréta-
tation car I’égalité :

n

z (X1: — X21)2 = Z (X1: — x35)?
i—1

i=1

ne renseigne pas beavcoup sur les composantes responsables de
cette égalité... (cette difficulté pourra é&tre levée par la «repré-
sentation simultanée »).

Notons qu’intervient ici un important probléme d’unité et de pon-
dération entre les différentes variables : en effet, si la jPme compo-
sante a des valeurs relativement élevées, le terme (x17 — X25)®
jouera un rdle prépondérant dans la somme :

n
z (X11 — Xa21)%
i—1

par suite, la jome variable aura un poids supérieur aux autres dans
la définition des proximités entre observations.

Plagons-nous donc dans 'espace @ p dimensions des variables,
R?, oU se trouvent les n points observations.

A) Nous allons chercher le sous-espace a une dimension D
(la 'droite) tel que les distances entre les projections des poinfs-
observations mesurées sur cette droite soient le plus proche possible
des distances définies plus haut, dans I'espace @ p dimensions.

D’aprés le théoréme de Pythagore, la distance entre deux points
dans I'espace R? : AB2 se décompose entre distance BC? de leur
projection sur D, et distance CAZ2, CA étant un vecteur de V'espace
d p — 1 dimension, orthogonal & D.
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Il est donc naturel de chercher un sous-espace D qui maximise
les distances projetées du type BC?2 ou, ce qui revient au méme qui
minimise les distances « résiduelles » telles que la distance AC2.

Soient xx, xe deux points observations du nuage.

Soient u3, Us, ..., Up les composantes d’un vecteur unitaire u porté
par la droite cherchée D.

La grandeur de la projection BxB. est le produit scalaire du vec-
teur xx — X, par le vecteur u.

Xk \
Xe
u -
Bk Bg
»
BxBe = fu(xx — Xxg) = Z Us(Xks — Xet)
i=1

Si ’on veut que, en moyenne, les longueurs des projections soient
maxima, de fagon a ce que la déformation du nuage soit minimum,
il faut donc que en sommant pour tous les couples (k, e) de points-
observations :



S = kz BxBZ = kz [tu(xx — X&)} soit maximum,
,€ €

avec la condition :

n
2 v? =ty . u =1 puisque u est supposé unitaire.
i=1

n

Or [tu(xx — X¢)]2 = z Us(Xki — Xei)

i—1

== Z UsUs(Xks — Xet)(Xks — Xes)

1<i,i<p
Par suite, en intervertissant les indices (i, j) et (k, ¢) :

S =

UiU; z (Xri — Xet)(Xks — Xes)

1<,i<p k.e

La quantité entre parenthése est le terme général vy d'une
matrice V ;

On peut donc écrire

S = z UiUsVis.
1<4,i<p
En notation matricielle, il faut donc maximiser la forme quadra-
tique :

S =tuVu avec la condition tyu = 1.

Précisons quelle est cette matrice V :
Son terme général s’écrit :

Vi = Z (Xks — Xet)(Xki — Xer) M

1<k e<n

C’est, a un coefficient prés, la covariance des variables x; et xj.
Vérifions-le :

Vi = (XE1XE] — XetXkj — XkiXej + Xeixej')
1<k,e<n

n n n

n
Vi = N Z XkiXkj -F N Z XeiXej—ZZXetZXkJ
k=1 e=1 e=1 k=1
n
Xei - z Xkj
k=1

On reconnait 1d le terme général de la covariance des variables x;
et xj, au facteur 2n? prés.

n n

1
Vi = 2n XkiXkj — i
=1 6=

k 1
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Ainsi, les composantes d’un vecteur u unitaire porté par la droite D
sur laquelle se projette le nuage en se déformant le moins possible
maximisent ‘uVu, (oU V est maintenant la matrice des covariances des
variables 2 d 2) avec la contrainte fuu = 1.

Il s’agit la d’un probléme classique en algébre et en géométrie
analytique. (Recherche des axes principaux d’une quadrique.)

La matrice des covariances V est symétrique et définie positive:
Nous savons (cf. rappel) qu'une telle matrice admet des valeurs
propres positives correspondant a des vecteurs propres r; ortho-
gonaux. Soit R la matrice ayant les vecteurs propres r; en colonne ;
on a doncici :

VR = RA

A étant une matrice diagonale ayant les valeurs propres i sur sa
diagonale.

Multipliant par la transposée ‘R (qui est aussi, ici, I'inverse de R) :
V = RA!R

Notre forme quadratique s’écrit : ftuVu = tuRA?Ru.
Posons :
ty = tyR.
Et notons que :
y = *(*uR) =tRu et que Ry =u

On a alors :
¥4
‘uVu = tyAy = Z 3iy3.
i=1

La condition fuu — 1 devient, puisque u = Ry :
‘Y’ RRy =1 ="%yy  (RR =)

On est donc ramené au probléme suivant :

» 4
chercher le maximum de Z 3ty% sachant que Z y3=1.
i=1

=1

C’est, si 'on veut, un petit probléme de programmation linéaire :
la solution se trouve nécessairement en un sommet du domaine
défini par la relation :

¥4
yi=1, donc pour une valeur y2 =1, y2 —0, j £ i
i=1
4
La somme Z 8iy% devant &tre rendue maximum, {’indice i choisi
i=1

k]
sera celui correspondant a la plus grande valeur propre 8;, qui sera
la valeur effective du maximum.,



Comme u = Ry, le vecteur u cherché sera le vecteur propre cor-
respondant & cette plus grande valeur propre.

Ce vecteur u s’appelle la premiére composante principale du
nuage de points.

On peut donc énoncer le résultat suivant :

« les cosinus directeurs de I'espace & une dimension sur laquelle se
projette le nuage des points-observations en se déformant le moins
possible (avec notre définition de la non-déformation) sont les com-
posantes du vecteur propre correspondant @ la plus grande valeur
propre de la matrice des covariances associée au nuage.»

B) Si I'on cherche maintenant le sous-espace & deux dimensions
(par conséquent représentable sur un graphique) ayant foujours ces
propriétés de déformation minimale, I'on s’apergoit que ce sous-
espace contient D, et qu'il contient le sous-espace a une dimension E
ayant également la propriété de « déformation minimale» tout en
étant assujetti & é&tre orthogonal a D.

On voit facilement qu’une base de ce sous-espace est constituée
par les deux vecteurs propres de la matrice V correspondant aux
deux plus grandes valeurs propres. Il en serait de méme pour I'es-
pace a p dimensions de déformation minimale, dont une base serait
constituée par les p premiers vecteurs propres de V.

Nous avons ainsi trouvé des axes factoriels qui ont la propriété
d’extraire progressivement le plus d’information possible concer-
nant les proximités entre les points.

La qualité de cette information peut &re mesurée par I'importance
de la, ou des plus grandes valeurs propres, selon que I'on utilise un
ou plusieurs facteurs pour la représentation.
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PRESENTATION DES RESULTATS (par le stafisticien, pour I'utilisateur)

Le plus souvent, et parficulierement lorsqu'on dispose d’un
ensemble hétérogéne de variables, on utilise des transformations
simples sur ces variables afin de les rendre maniables et compa-
rables.

Ainsi, la transformation la plus couramment utilisée, héritée de
la statistique classique, consiste & centrer et réduvire les variables,
c’est-a-dire & leur retrancher leurs moyennes et & les diviser par
leurs écarfs-types.

L'analyse précédente revient alors & chercher les vecteurs propres
de la matrice des corrélations des variables.

Toutefois, lorsque I'ensemble des variables est homogéne, et
lorsque les différences entre les échelles des différentes variables
ont une signification, il est plus raisonnable de s’en tenir aux don-
nées initiales brutes.

La représentation la plus courante consistera a faire figurer les
proximités entre points-observations sur un graphique-plan dont les
axes sont les deux premiers axes factoriels.

Si ceux-ci s’avérent insuffisants pour résumer ces proximités, on
adjoindra, sur un deuxi¢me graphique les positions de ces points
dans [e systéme des troisiéme et quatriéme axes factoriels, etc...

Soit xi la k®me observation de la variable i.

Les coordonnées du kéme point-observation sur les deux premiers
axes factoriels (de cosinus directeurs u et s) sont les produits sca-

laires tuxx avec :
tuxg = 2 UiXik
i

bsxy = Z SiXik
i

Ainsi, ces nouvelles coordonnées apparaissent comme des combi-
naisons linéaires des variabfes initiales.

et fsxx avec :

Corrélations variables-composantes :

Supposons maintenant les variables centrées et réduvites :
calculons le coefficient de corrélation entre la itme variable x: et
le kéme facteur ux dont la jéme observation s’écrit :

P
Z UkeXes

e=

1 n ¥4
- Z Xis Z UkeXes
n

c(i, k) = 7= i
6.5 V/var (xi) - var (uz)

var (xs) = 1 puisque la variable x; est réduite.

fuy

var (Uk) = 2 (k¥me valeur propre = max (*uxVuz), (maximum lié)).



D’autre part la somme
n D

Xij Z Uk eXej

j=1 e=1

5| =

s’écrit :
n

D »
1
= XijXej |Uke = VieUke
e=1 \j=1 e=

1

Comme ux est vecteur propre de V :

D

Z VikUke = AkU1i

e=1

Ainsi, le coefficient c(i, k) sécrit : c(i, k) = ki -/ k.
On a donc le résultat suivant :

— Dans le cas o ’analyse est effectuée sur des variables
centrées réduites, les coefficients de corrélation entre une
variable «i» et un facteur « k» sont proportionnels a la
jtme composante de I’axe factoriel « k».

Ainsi, si 'on porte sur deux axes les p points ayant pour coor-
données (us, si), i®mes composantes des premier et second axes
factoriels, on obtiendra dans le plan p points-variables, dont les
proximités peuvent s’interpréter en terme de corrélation.

Notons que si I’on porte ces p points-variables sur le méme gra-
phique que les n-points-observations, on enrichit considérablement
sa lecture, & condition d’&tre prudent, car il existe un arbitraire dans
le choix des échelles des deux représentations.

En effet, au vu des coordonnées des points-variables, on a aussit6t

une idée de la signification de facteurs, et I’on sait quelles variables
sont responsables de la proximité entre telle ou telle observation.

Il se dégage ainsi une notion de proximité entre variables et obser-
vations, confirmée par la remarque suvivante, le mot « barycentre »
y étant pris dans un sens large.

— les points variables sont des « barycentres» des points-observa-
vations, chaque point-observation étant affecté du poids « valeur de
la variable pour cette observation». De la méme fagon, les points-
observations sont des « barycentres » des points-variables.

En effet, nous avons vu que la coordonnée de la j'me observation
sur le ke axe factoriel s’écrivait :

D
Ckj = z UkiX4f (pour k =1,2,...)
i=1

(ce qui prouve que le point c; est« barycentre» des i points-variables
u; avec les « poids » X4).
n
1
Comme ux est vecteur propre de V = (vis) = | — XieXe
n
e=1
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On a de méme

Vuz = rxUx
Soit :
» n
1
z (~ Z Xtexje) Uks = AgUkj
=1 ne=1

Que I’on peut écrire :
+ D

n

1

E UkiXie | Xfe = AMeUkj
e=1 \i=1

On reconnait cke défini plus haut dans la parenthése :

n

1
ﬁ CkeXje = AkUkj

e=1

Ainsi, en remplagant ur par ux/y/nxx on a les deux relations :

{ P
vV nhecrs = z UkeXoj
e=1

n

VnhUks = D creXs
e=1

I

EXEMPLE D’APPLICATION
1) Variables :

A. Catégories socio-professionnelles (8 variables exprimées en
pourcentage de chaque catégorie).

B. Consommations médicales. 11 variables: consultations, visites,
actes en B, K, R pour ville et hdpital, pharmacie, soins dentaires et
fréquentation hospitaliére, par personne protégée.

(B = analyses, K = actes techniques, R = radiologie).

2) Observations : les départements frangais (repérés sur la
figure 1 par leurs numéros minéralogiques).

3) Remarques générales :

Le premier facteur correspond & une valeur propre représentant
40 % de la somme des valeurs propres ; le second est relatif & une
valeur propre représentant 20 9, de cette somme (trace de la matrice
des corrélations).

La figure 1, qui donne les positions des points-variables et des
points-observations résume donc 60 %, de la dispersion totale.

Mais cela ne signifie pas que nous n'avons que 60 9, de I'infor-
mation disponible, car les 40 %, restant ne sont pas « intéressants »
du point de vue de I'interprétation. En effet, si nous ajoutons d’autres
variables sans aucune corrélation avec les précédentes, ni entre elles,



celles-ci augmenteront la trace (somme des éléments diagonaux de
la matrice des corrélations) sans augmenter les premiéres valeurs
propres. Tout en ayant la méme information, le « pourcentage
d’explication» diminuera.

4) Lecture de la figure 1 : (voir page 92).

Le premier axe factoriel, porté en abscisse, peut étre qualifié
«d’axed’urbanisation» au vudes variables qui y participent (abscisses,
sur cet axe, des divers points-variables).

Il oppose en effet le pourcentage d’agriculteurs, a gauche, aux
pourcentages de professions libérales, de cadres et d’employés, a
droite.

Les abscisses des points-départements sur cet axe sont également
significatives : & gauche la Creuse, la Mayenne et la Vendée, a droite
la Seine. Notons que la qualification de ce premier axe factoriel
« d'axe d’urbanisation » n’est qu’une appréciation qui a un caractére
approché.

Si cet axe n'avait aucune interprétation évidente, I’analyse n’en
aurait pas été moins intéressante.

Le deuxiéme axe sépare principalement les consommations de ville
des consommations d’h&pital.

Dans la partie supérieure du graphique, se trouvent essentiellement
des départements du Midi.

Une proximité entre deux points-variables (respectivement deux
points-départements) s’inferpréte en terme de corrélation (respec-
tivement de comportement similaire vis-a-vis des variables), et ceci
d’autant plus que ces poinis occupent des positions excentriques (ce
qui signifie alors qu’ils sont bien corrélés, dans un sens ou dans un
autre, avec les facteurs).

S’il n’est pas trés important de connaitre les échelles choisies sur les
axes, pour interpréter les diverses proximités, la position de I'origine,
elle, doit donc étre connue.

2. ANALYSE DANS UNE METRIQUE ASSOCIEE A UNE
FORME QUADRATIQUE DEFINIE POSITIVE

2.1. METHODE

Soient X1, ..., X» des éléments de R?, On définit la distance enire
deux éléments x; et x; de R?, par :

d2(i, j) = 4(xi — x7)Q(x: — xy)

oU Q est une matrice associée & une forme quadratique définie
positive. Or, on sait qu’il existe une matrice réquliere C telle que :

Q =*CC
donc d2(j, j) = *(x: — x7)*CC(xi — xy).
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Posons : y; = Cx; 1 <{i <{n (représentant x; dans la nouvelle
base)
d2(i, ) = *(ye — y)ys — v9)

Nous cherchons une forme linéaire v, telle :

v(x5) = Z ViXis
1<i<p

et avec vi =v(as) 1 <i <p ol les a; sont les éléments de base
initiale. Cette forme linéaire v étant astreinte a « résumer» l'infor-
mation contenue dans I'observation j. C’est 'application linéaire
« projection sur R». Pour avoir cette bonne approximation de
I'information contenue il faut que les distances entre les projections
soient maxima (c’est-a-dire telles que les ‘v(x: — X;) soient maximay)
dans la nouvelle base :
tvx = (*vC—1l)y
posons fy = tv C—1

Comme au (1.2, page 85) dire que la déformation est minimum c’est
dire que :
ty Pu est maximum avec ‘uu =1

oU @ est d un coefficient prés la matrice de covariance des y

¥ =(vy) avec v = Z (Yir — yie)(yse — Yie)
1<k e<p
comme y = Cx, on voit facilement que : ¥ = CV!C o V est définie

par I’expression (1) (page 85) donc que la forme linéaire u cherchée
est solution de (cf. 1.2).

CViCu =
M
tyy =1
Nous savons résoudre ce probléme.
En effet, la forme linéaire v cherchée initialement est telle que :

fuy =tvC—1
donc

u =4{CYyv
et

v =tCu

Multiplions (1) & gauche par ¢C
tCCV(*Cu) = 7Cu)
c’est-a-dire

QV)(Y) = v |

On voit que la forme linéaire cherchée est le vecteur propre de QV
relatif a la plus grande valeur propre. (Nous notons au passage
que CV!C est symétrique et a les mémes valeurs propres que QV).

On constate alors que I’on a les normalisations suivantes :
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i) Norme de v:
(QV)(v) = »v en multipliant a gauche par V (VQ)(Vv) = aVv.

Alors que v est appelé facteur du nuage de points, Vv = x sera
appelé axe factoriel du nuage.

On avait la relation :

v =1*Cu
iIC-lv=u or tyu =1 donc tyC—UC—1y =1
soit
Qv =1

ii) Norme de x = Vv
QV(v) = v donc VY(v) = 2Q—1v
tyVv = avQ—1vy

tyVv = A

X = Vv ty = txy—1
alors
VQx = ax

Multiplions a gauche par tv
xV—1VQx = MxV—1Ix
txQx = AxV—1x
= MvV(V—1V)v
= AvVv

s »o|
xQx =22 |

2.2. EXEMPLE D’APPLICATION : ANALYSE DISCRIMINANTE

94

Le probléme général de I'analyse discriminante est le suivant : il
existe plusieurs populations multidimensionnelles P1, Pg, ... Pq.

Les observations statistiques forment donc q « paquets » d’effectifs
divers, le « paquet» i contenant par exemple N; observations du
vecteur Xx.

[Exemple : on mesure 15 variables sur 1 000 ménages répartis
en 8 catégories socio-professionnelles (qui constituent une partition
des 1 000 ménages].

Le probléme est le suivant : disposant d'une observation multidi-
mensionnelle supplémentaire (c’est-a-dire : un vecteur observation),
nous nous posons la question :

De quelle population cette observation provient-elle le plus vrai-
semblablement ?

[Pour notre exemple : peut-on prédire la caiégorie socio-profes-
sionnelle d’'un nouveau ménage caractérisé par ses 15 variables ?]



Le probléme prend tout son sens lorsque les valeurs des variables
sont les seuls indices permettant de classer les individus. Si les popu-
lations P1, Pg, ... Pg correspondent & des maladies, et les variables
mesurées sur les individus d des résultats d’analyses et a des symp-
témes, I’analyse discriminante permettra de réaliser un diagnostic.
(D’ob le nom de « fonction diagnostic » donné parfois aux facteurs
extraits).

La figure 2 représente le cas ol I'on mesure seulement deux
variables par individu, avec quatre populations.

X1

figure 2

Nous supposerons (ce qui est une hypothése trés forte) que les
matrices des covariances expérimentales sont voisines dans les diverses
populations. Leur valeur moyenne est notée « V».

Nous voulons donc frouver des facteurs, c’est-d-dire des opérateurs-
projection sur des espaces a une dimension, qui permettent de repré-
senter les points-observations en accentuant I'appartenance 4 telle
ou felle population.

La nécessité d’une méirique particulidre s’impose comme on le
voit sur la figure A : les points B et D sont a des distances différentes
du point moyen Py, et pourtant ils ont visiblement la méme probabi-
lité¢ d’appartenir a cefte population. L’équation des divers ellipsoides
d’égale densité étant de [a forme

txV—1x = k (k = constante positive),
nous choisirons une distance de la forme :
d2(xi, x7) = *(Xi — X5)V—x¢ — Xy}

c’est-d-dire une distance qui fait en sorte que B et D soient équi-
distants de P;.
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Avec cette métrique, nous analyserons le nuage des points moyens,
dont la matrice des covariances sera notée M.

On doit donc chercher des fonctions u telles que :
V—1Mu = i

Les fonctions u sont appelées les fonctions discriminantes.

Remarquons que s'il y a q populations, le rang de M est inférieur
ou égal a g — 1. 1l y a donc moins de ¢ — 1 fonctions discriminantes.

Dans le cas de la figure 2, la premiére fonction discriminante
serait I'opérateur : « projection sur A parallélement a F».

S’il n’y a que deux populations, la matrice M (de rang 1) n’est
que le produit du vecteur « différence des vecteurs moyens» par son
transposé (& un coefficient prés).

M = (X1 — Xz2)(X1 — Xa2)
On a donc :
V—l(i(-]_ —_ iz)t()_(l —_ )_(z)U = AU (1)

Multipliant & gauche par ¥(X; — X2)
[t(il —_ iz)v_l(fl —_ iz)] { ‘(5(—1 — )_(2)U } = 7\(‘()—<1 —_— )_(2)U)

La quantité entre crochet est un nombre réel (on a une forme
bilinéaire) ; elle est égale & 3, valeur propre cherchée.

On l'appelle distance généralisée des deux populations multi-
dimensionnelles.

On voit facilement que v = V—1(Xy — X2) est vecteur propre de
V—1M, pour la valeur propre A précédente,

Cette fonction qui s’exprime simplement en fonction de V, de Xi,
et X2 (respectivement poinis moyens des premiéres et secondes popu-
lations) est la fonction discriminante des deux populations (la matrice
des covariances interne V commune aux diverses populations se
calcule, en pratique, en faisant une moyenne pondérée des diverses
matrices de covariances internes expérimentales).

(a suivre)
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Le concept de productivité doit &re démystifié. Ce n’est pas un état d’esprit : c’est une
constatation : le rapport entre une production et les facteurs qui ont permis de ’obtenir
(ou certains de ces facteurs). A priori, ce concept parait donc simple ; mais les voies pour le
cerner sont nombreuses et parfois arides. André L. A. VINCENT, dans son ouvrage La
mesure de la productivité cherche a atteindre un double objectif : présenter et classer
méthodiquement les différentes maniéres de mesurer la productivité ; ce premier effort
essentiel consistant @ montrer que I’on a véritablement & faire a un instrument de mesure
méme s'il est protéiforme, trouve sa justification dans les multiples applications qui peuvent
en étre faites, qu’il s’agisse d’économie théorique ou pratique.

La plus grande partie du livre est consacrée a I'éclaircissement des approches quantita-
fives du concept de productivité. Reprenons sommairement le cheminement suivi par
M. Vincent.

La multiplicité des formules de productivité résulte de la variété des éléments pris en
considération. Cette variété tient a la période de temps, a I'unité de production, aux quanti-
tés produites, aux facteurs de production, aux relations choisies.

En tout état de cause, une formule de productivité se présente toujours avec une produc-
tion au numérateur et un facteur de production ou un ensemble de facteurs au dénominateur.

La spécificité de la mesure de productivité dépend donc de la période de temps pendant
laquelle les quantités ont été mesurées, de la maniére dont elles sont mesurées, du niveau de
production pris en considération et enfin de la méthode retenue pour réaliser la synthése
de produits différents. L’hétérogénéité des produits pose le probléme crucial d’'une mesure
des quantités produites, indépendante du niveau des prix. La dissociation entre volume et
valeur par I'utilisation d’indices synthétiques donne un élément de réponse. Les indices les
plus souvent utilisés sont ceux de Laspeyres et de Paasche. On peut reprocher a I’avteur de
ne pas insister sur les fondements théoriques de ceux-ci. Pourquoi pondérer des prix par des
quantités de I’'année de référence (et vice versa) plutdt que par celles de I'année observée ?

Le schéma des comptes d’exploitation, appliqué aux différents niveaux de production,
entreprise, branche, nation, permet de servir de support & la définition des différentes
mesures de la productivité : productivité globale des facteurs, productivité nette du
travail, productivité brute du travail.

Parmi les différentes définitions de la productivité globale des facteurs, celle de pro-
-ductivité globale exhaustive incorpore tous les éléments du compte d’exploitation, mais
suppose que ceux-Ci peuvent étre dissociés en volume et indice de prix.

La productivité nette du travail correspond a une mesure de la production au numé-
rateur ol I'on a retranché de la production brute les consommations courantes et les amor-
‘tissements.

La productivité brute du travail correspond a une production brute au numérateur.
Enfin la définition de la productivité intégrale du travail comprend au dénominateur
I’ensemble des facteurs de production (les éléments financiers du compte d’exploitation mis
4 part) mesurés a partir du travail qu’ils incorporent ; & ce sujet, il est regrettable qu’aucune
allusion n’ait été faite a la théorie de Marx sur la valeur travail.

Dans tous les cas, deux méthodes de mesure peuvent étre utilisées : la méthode des
volumes et la méthode des prix. Dans le premier cas, on divise un indice de volume de la
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production par un indice de volume des facteurs ; dans le deuxiéme cas, on divise un indice
de prix des facteurs, par un indice de prix de la production.

*
* K

Ces définitions permettent une comparaison dans le temps des productivités aux différents
niveaux de production. Celles-ci ne seraient que partielles si on ne pouvait effectuer de
comparaison dans |’espace.

L’agrégation des indices de productivité permet la comparaison des productivités de
différentes branches de production. La méthode des valeurs fictives permet la comparaison
des productivités entre économies nationales. Cefte méthode suppose toutefois que les
structures des économies nationales soient comparables puisque I'on pondére les quantités
d’un pays par les prix de 'autre (méthode utilisée par Gilbert et Kravis).

Le probléme de changement de structure est alors abordé a partir d’'un exemple trés
simple, expliquant comment un indice moyen des prix peut différer notablement de la
moyenne arithmétique des indices partiels (le fameux paradoxe) : I’application est rapide-
ment faite a effet qualité.

*
* ok

Ces mesures de la productivité permettant des comparaisons dans le temps et dans
{’espace, irouvent toute leur utilité dans leur application & des problémes d’économie
héorique ou pratique.

A des liaisons comptables, on peut substituer des relations causales et déterminer dans
quelle mesure, ressources naturelles et population agissent sur la productivité. A ces liaisons
causales, s'ajoutent des liaisons d’objectifs : déterminer comment se répartissent les fruits
de la productivité, réduction des durées de travail, accroissement de la consommation
des ménages, rapport population totale/population active... Le concept de productivité
trouve encore un domaine d’application dans la théorie des échanges internationaux
(coits comparés). Enfin la notion de productivité est au cceur méme de tous les problémes
de gestion économique, qu’il s’agisse de I’entreprise privée ou de la planification nationale.

La question se pose alors de savoir quel crédit accorder @ une mesure qui peut prendre
les formes les plus diverses et aboutir & des résultats numériques trés différents, alors que le
phénomeéne a mesurer est unique. De plus, certains biens paraissent hors valeur (ou du
moins, leur valorisation suppose I’utilisation de techniques particuliéres) : la santé, la vie
humaine, les services gratuits. Que devient alors le concept de productivité ?

G. MOUTET

VICTOROFF (D.). — Publicité et communications de masse.

Coopération, n° 1, 1969, pp. 21-24.

Dans le monde contemporain la publicité et les communications de masse prennent une
place qui devient prépondérante de jour en jour. Les moyens les plus divers sont utilisés
pour faire passer les messages publicitaires ; tous n’ont pas le méme impact : la radio, la
télévision et le cinéma sont plus persuasifs que la presse mais c’est le contact personnel qui
est de loin le plus efficace.

Quelle que soit la nature du véhicule de diffusion collective employe, le message qu’il
transmet n’agit en général qu’indirectement. Il faut tenir compte des prédispositions
psychiques du public, d’autant plus importantes qu’elles sont totalement inconscientes,
toute personne ayant tendance a choisir le message dont le contenu est conforme a ses
opinions. (On a pu constater aux U.S.A., en 1959, lors d’une campagne télévisée, patronnée
par le parti républicain, qu’elle fut suivie par un public de télespectateurs comportant deux
fois plus de républicains que de démocrates.)

Simultanément un autre facteur médiatisant joue : ce sont les valeurs propres aux
groupes. Le message diffusé par ces média a pour effet de renforcer les aftitudes et opinions
préexistantes plutt que d’en créer de nouvelles ; les cas de conversion existent néanmoins
lorsque les facteurs médiatisants ne jouent plus ou jouent a contre-temps.
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Les confacts personnels se combinent avec les média pour renforcer la persuasion.
Qui crée ces contacts personnels ? certains individus plus exposés que d’autres aux tech-
niques de la diffusion collective jouent le réle de guide d'opinion et répandent autour d’eux
le message transmis par les média. Ce ne sont pas d’ailleurs les personnes les plus éminentes
du groupe, mais celles qui sont les plus typiques. Une seule condition & leur réussite : agir
trés discrétement car si le public s’apergoit de leur emprise il se produit alors une réaction
trés forte qui fait échouer toute tentative de persuasion.

D. Victoroff conclut en disant quelques mots de Iévolution récente des recherches concer-
nant les communications de masse. Aux U.S.A., en G.B., les chercheurs se préoccupent de
savoir ce que les individus récepteurs font des mass-media et ils se sont plus précisément
attachés a I'étude de la télévision.

Il est frappant de voir que le public américain ne considére pas le message publicitaire
comme une entité isolée ; au contraire, il ne fait pas de différence entre les « commercials »
et 'ensemble du programme, ce qui d’ailleurs, Ste beaucoup de forces au message.

On est ainsi trés loin de 'image d’une publicité agissant selon le modéle de conditionne-
ment pur et simple, et il faut détruire le mythe concédant a la publicité moderne un pouvoir
illimité.

Sylvie GUIRAUD

Trésor et pouvoir économique par Pierre TRAIMOND,

Collection « Connaissances Economiques » dirigée par Jean MARCHAL, librairie Cujas
1968 (320 p.).

Le pouvoir étant capacité de dominer et de manceuvrer, le pouvoir monétaire du Trésor
est analysé dans les relations institutionnelles de cet intermédiaire financier privilégié avec
la Banque de France. C’est sans conteste la meilleure méthode qui puisse permettre de
montrer comment ces relations sont la source de création et de diffusion d’actifs et comment
les circuits du Trésor sont intégrés au systéme monétaire. Il restait ensuite a l'auteur a
opposer le pouvoir de régulation par I'action des dépenses publiques au pouvoir par
I’action des stratégies monétaires (action par les taux d'intérét, par le multiplicateur dv
crédit, par le contréle de la liquidité).

Le grand mérite de cet ouvrage est dans I’intérét et la précision de la documentation qui
vient & I'appui de la thése. Il s’agit & I'évidence de la documentation d’un spécialiste trés au
courant des pratiques du Trésor et qui posséde de larges ouvertures sur le systéme moné-
taire dans son ensemble. Certains contesteront les conclusions de la premiére partie : il
n'est pas prouvé que le pouvoir du Trésor « trouve sa raison d'ére dans les carences
du systéme bancaire ». Prudence n’est pas forcément carence et ce n’est pas le réle des
banques d’aventurer I’épargne des déposants ; la rentabilité est un des grands critéres du
crédit mais le risque n'est pas le moins important. Le Trésor n’a pas le méme souci.
D’aillleurs I'auteur a parfaitement montré comment le crédit & court terme accordé par les
banques doit rester sous I'emprise de la Banque de France qui organise et contrdle effica-
cement le systéme bancaire, alors que le Trésor assure la « transformaion » des actifs
en préts a long terme, c'est-a-dire en investissement.

Cette critique n’enléve rien a la valeur d’un ouvrage qui devrait figurer dans la biblio-
théque de chaque économiste, tant il est riche d’enseignement sur les circuits du Trésor

et sur leur intégration au systéme monétaire.
Roger COSTE

Le directeur de la publication : G. DUNOD.
Dé&pdt légal : 4¢ trimestre 1969. Numéro 6169, Imprimé en France.

Imprimerie Nouvelle, Orléans. — Ne 6041.
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collectifs. — L’influence des facteurs économiques sur la consommation médicale. — L'in-
fluence de la Sécurité Sociale sur les dépenses médicales des exploitants agricoles.

Ne° 3. — Les conditions du marché du logement et le comportement des ménages. — La consommation
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N© 4, — Une méthode pour étudier la solvabilité de la demande de logement. — La loi et les travaux
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N© 1. — Une étude économétrique de la demande de viande. — La consommation des Frangais en 1965,
— Intégration des méthodes d’approche psycho-sociologiques & I'étude de I'épargne.
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cale. — La diffusion des services collectifs : phénoméne économique ou social ? — Les travaux
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— L’évolution de la consommation de viande.

N¢ 3. — La consommation et la demande de monnaie. — Valeur prédictive des intentions d’achats au
niveau du ménage pris individuellement.

N©4. — Quelques éléments sur le comportement des propriétaires vis-d-vis du prix du logement acheté
et de la mise de fonds versée. — Facteurs irrationnels » de I'offre d’épargne (recherches
allemandes).
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No 1, — L’offre de monnaie par les banques commerciales. — L’économie des services de soins
médicaux en France. — L’évolution de la consommation de produits laitiers de 1950 a 1966.
N©° 2, — L’économie des services de soins médicaux en France. — La formation de I’épargne liquide
(I’exemple du Crédit Mutuel). — Consommation individuelle et consommation collective. —

Etude sur la demande en logement des ménages.
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