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-~ INTRODUCTION -

Les pages qui suivent constituent une premiére rédaction
d'un exposé portant sur "1l'analyse des donnces", et devraient

&tre accessibles au plus grand nombre.

S'il est nécessaire d'avoir une certaine expérience
statistique pour apprécier pleinement 1'intérd@t des methodes
employécs, le langage mathématique d'un 'bon bachelier" devrait
suffire. In effet, dans une premiére partie, figurent des rappels

d'2lgéebre linéairc.
o

Les diverses méthodes d'analyse exposées ici ont toutes
le mBme but ¢ réduire de fagon synthétigue et optimale une masse
de donuées statistiques trop encombrante pour 3tre exploitee telle

quelle.

Les idées générales a la base de ces "réductions" sont
ancienncs, mais 1'essentiel dec celles exposées ici ont regue
un "certain bain de jouvence" dans le Laboratoire de J.P. Benzécri

3 la Taculté des Sciences de Paris.

Nous avons commis le péche de vulgarisation (!) ;
nous cspérons cependant n'avoir pas trop déformé la pensce des
auteurs. Enfin, nous pensons gue ce travail pourra aider certains

utilisateurs & approfondir les idees présentées ici.

Nous remercions Marie-No&lle Savoye, Béatrice Carreo
et Claude Drillet pour la frappe et la "relecture" des stencils

ainsi que pour 1l'assemblage et la présentation.



RAPPELS D'ALCEBRS LINEAIRD

1 - BESPACES VECTORIELS

Définition (1,1)

Un ensemble B pour lequel on suppose données une application

de B x E 3B ((xy ¥y) ———— X + y) et une application

de R x E — 2B ((N,x) — 5 A x) s'appelle un espace

vectoriel réel (1) si :

1. Pour tout couple (x, y) d'éléments de E; ona s X +y = ¥y +X
2. Pour tout triplet (x, y, z) G'éléments de E on a
x+(y+2)=(x+y)+z2
3. I1 existe e €E tel gue pour tout clément x { E
X +e =€ +X =X
4. Pour tout x { E, il existe X, { E tel que Xyt X, =6
5. Pour tout couple ( X, (5 ) de nombres réels et tout
x B ona : (X + (3)x = ox +'{5x
6. Pour tout ﬁ(‘{ R et tout couple (x, y) d'éléments de E on a 3
X (x+y) = AXx +XAy
7. Pour tout couple (& , ﬁ~) d'éléments de |R et tout x ( E
ona s X{[>x) = (A(2)=x

8. Pour tout x { B, on a 1x = x.

Propriétés (1,1) : (simples & demontrer)

- Pcur tout x, y, 2, E E ¢+ x+y = y+ 2z entralne X = 2
- Pour tout scalaire X et tout élément x (B, ona ox =40 = O
~ La relation /\>y =0 est équivalente & y = 0O ou A= 0

Pour tout x € B, 1'slément x' = (-1)x est 1'unique élément

de E tel gue x + x' = 0,

exemples (1,1) ¢ R est un espace vectoriel pour les applications 3

(4’ 5 ) '
( > K+ (5 olt ,x,(ﬁ s A ) o £ R

( \,\ 3 }\ ))———~> ,‘X/(,l

1) Quand on écrira espace vecioriel cela sous-—entendra '"réel'.
It
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- soit RY = { z2 35 Z = (x1, S xn), X, £ R 1€i<n }

. n . . .
Si on se donne sur |Rles deux opérations suivantes :

(x5 enes xn) + (ﬁ1, ...,x'n) = (x1 TN ST X‘n)

O&(X,,g O30 O Xn) = ((X\ X,{, EEEY) q\ Xn)

{Rn est un espace vectoriel, produit des n espaces IR

Proposition (1,1) :
ol E1, oXe RS K3 En sont n espaces vectoriels et si on se donne sur
-

By X eeeee X En les opérations définies ci-dessus, E1 X eeooe X En

est un espace vectoriel.

Definition (1,2)

On dit qu'une partie non vide P de E est un sous-espace vectoriel si
pour tout couple (x, y) d'éléments de F et tout couple ( A 5 }i )

d*élements de R, on a 3

N\

.
A x + /Aly CF

Proposition (1,2) ¢ (Trés simple & démontrer)

Si E1 et E2

méme de E1 erz (1a proposition s'étend & une famille guelcongue de

sont deux sous espaces vectoriels de T 1l en est de
sous espaces vectoriels).

Si E1 et B sont deux sous espaces vectoriels de E

- L 1 o
> Xy ( E1, X, ( E2 | est un sous espace
vectoriel de E.

On le note L + B et on 1l'appelle espace vectoriel somme de E et B,



3.

Définition (1,3)

Soient deux sous espaces vectoriels E1 et E2 d'un espace E. Les

propriétés suivantes sont équivalentes :

3 i ) — \l

i/ B, 0 B, = {oj

ii/ Tout ¢lément de E1 + E2 s'éerit d'une maniére et d'une seule
sous la forme X, + X, ou  x, { E, et X5 6 IE2a

On dit alors que la somme X + B est directe et on la note
1 oS ]

1 2
E1 @.E2 (on dit aussi que E1 et E2 sont supplémentaires dans E)
exemple (1,3) EZ /
. E
E.MNE = B0 e R e 5
E,3E =8| ' 2 o) 2 It Eg s
1 2 /
V' y €B, vy = X4 + X, /
jo x E,

Variété linéaire

Soit I un espace vectoriel réel et a {E] et soit l'application

t H B —-——..-.—)E

a
t t X e sya+ X
a

Definition (1,4)
Soient E1 un sous espace de E et a Q B, L'image de E1 par ta

(notde a + E1) s'appelle une variété linéaire affine.




2 = APPLICATIONS LINDATRES UT BILIITBATIRES

Définition (2,1)
Soient E et F deux espaces vectoriels. On dit qu'une application }

de B dans F est linéaire si
{’( A x +’ﬂ y) .l.f(x f (y) quels que soient
j
Xy yeﬂs S}Q{R

(liontrer que j“(O) = 0)

exemple (2,1)

Soient E un espace vectoriel et a {El. On définit une application

ha de EB dans £ par :

h ¢ X, a8X
a

C'est une application linéaire.

Définition (2,2)
et F deux espaces vectoriels et ; une application linéaire

N

Soient &

de E dans P

i/ On appelle image de } et on note 5;(E) l'ensgmble des ¥y { F
tels qu'il existe b°2 < & vérifiant y = } (x)

ii/ On appelle noyau de et on note Ker( ) l'ensemble des x E
i ¢

tel que \j( =0

Propridtés (2,2)

a. {:(E) est un sous espace vectoriel de F et Ker(j—) un sous espace

vectoriel de E (facile & démontrer).

b. Une application linéaire bijective est appelée isomorphisme

. . X ~=1 . . .
(si JC est un isomorphisme, j& est aussi un isomorphisme).
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Proposition (2,2)

Soient trois espaces vectoriels I, F, G, } une application lindaire

de E dans F et g wune application linéaire de F dans (.

Alors h = gof est une application linéaire de E dans G.

3 - COLBLNATSONS LINBATRES, BASES, DIMEISION

Définition (3, 1)

Soient Xys eereey X des &léments d'un espace vectoriel E j

on appelle combinaison linéaire de Xgy sovosey T tout élément
b'd ( E possédant la propriété suivante :

il existe des scalaires x.], oo Bl B B\n <IR tels que

X = {l1 X1+.oun +,&an

A u—

On notera H = } Ai Xi
1\<\i$\n
Gxemple (3,1) soit a E[Rn a = (,\1, ,.,a.,/\_n) xi {ta 1{i¢n
considérons e, = (1, 0 evussy O)
el=(O,,1,00) a =Zx'i N
CTEITE ee

e B n .. . . ..
tout élement de lR s'écrit comme combinaison linfaire de
©qs seves © o (On peut montrer que l'écriture est unique en

\
= (419 LRI L "\n)

1<1gn).

remarquant que ( t,,,, cpure]) & n)
si et seulement si :1 = A i



Définition (3,2)
Soit E wun espace vectoriel et (x.) ) une famille d!éléments
i’1&€i&n
de E

i/ On dit que la famille (x,),.. est libre si et seulement si :
i/ 1Kikn —_—

2. ;% = 0O entrafne %i = 0 1 ign

/0 3 Pa » e d E
JJ/ n dit que la famille (xi)1g1gn eng.endre (ou est une

famille gén3ratrice de E) =i tout élément x {:E g'écrit comme

combinaison lindaire d'éléments de la famille (x.), ...
i/ 1in

ii/On dit que la famille (x.),. ..  est une base de & si tout
) i’ 1<isn —
élement x & E s'cécrit de maniére unique comme combinaison

lindaire de la famille (x.),. ..
i’ 1{iwn

Remargue (3,2)

On montrera a titre d'exercice que (i/, ii/) est équivalent & (iii/).
On admettra que "tout espace vectoriel posséde une base" et
que 8i un espace vectoriel posseéde deux bases, elles ont

méme '"nombre' dfelcments.

exemple (3,2)
lontrer que la famille €.). .. d'élements de an définie dans
i 1{isn ’

1'exemple (3,1 page 5) est une bise de |R .

Définition (3,3)

"Le nombre" d'éléments d'une base d'uun espace vectoriel est appelé
dimension de E. On notera dim(E). {(ilous ne nous intéresserons

qu'ad des espaces vectoriels de dimension finie).



Définition (3,4)

Soient E et F deux espaces vectoriels et + une application

linéaire de E dans F. On appelle rang gg;f la dimension de ﬁr(E).

4 - ESPACE AL (B, F)

Proposition (4,1)

ooient I et F deux espaces vectoriels. L'ensemble des applications

linéaires de E dans F pour lequel on suppose données les opérations :
}(X) + g(x) pour tout
X { E ]

i\j:(x) pour tout x ( EJ

(F,8) j+ g [?éfinie par (f+g)(x)

(A ) xj ILdéfinie par (\ jL)(x)

est un espace vectoriel. On le notera j,E,.(E, F). (Démonstration triviale).

Dérfinition (4,1)

L'ensemble des applications linéaires de E dans R est appelé

l'espace dual de & et se note T X = J;,(E,\R),

Proposition (4,2)

11 existe une application lineaire unique _g d'un espace vectoriel E

dans un espace vectoriel I telle que
. . [
quel que soit 1¢ig¢n -T(ai) = b, @

A ’ o fami V27 & 7
Ou’(bi)1£i§n est une famille quelconque d'éléments de et (a')Tgi

une base de E.
Preuve
. Unicité ¢ supposons que § existe vérifiant @)

x ¢E s'écrit de maniére unique x = 2 §<i a;
1<ign



(ai)‘l<i<n base de E,; donc fu.(x) =§O<i j(-(ai) = E_qi bi

donc si jwexiste elle est unique.

M

. FBxistence : l'application X »— 5

P A

c(i bi de E dans F
: 1<isn
est linéaire. (Donc % est déterminée par ses valeurs sur les

éléments de la ba,se);

Proposition(4, 3)

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, alors dim(E) = dim(E*)

Preuve :

voit (ei)Kién une base de B ; considérons la famille <ej-)_£)‘l<i<\n

d'éléments de BT tels que

soient x*{E* et x {E X = S A, e,
103 1
{1sn
N e
* - — 'a
¥ (x) =) A ) @
Posons X*(ei) =$‘i 1{ign

. L * . = .
D'apreés la proposition (4,2), x est parfaitement détermine.

Définissons une famille (eé“').l d'éléments de E * définis par

{lgn
e?(x) = \j
ou ce qui revient au méme, par o (ai) = \fO 174 J
J L1 i
. #* ¥ *
@ slcerit alors X (X) = g \1 ei (X)
1.in

N : .
dtolt x*= 7 /\ *e ¥ quel que soit x%"/(E'}'t

L——L(j\{_n i 71

* *
donc (e.) . en_endre E".
i’1i¢n



Montrons que la famille (e7), . est libre.
1i71¢i¢n
Ei_c{i e? = 0 ==> quel que soit x 6 I EE <Xi e?(x) = O
1¢ign 1<ign
en particulier pour x = aj

:g:}xi e: (aj) = (Ki = O quel que soit 1gign

ce qui achéve la démonstration.
gBar/la suite on identifiera R® a (BM)* 1la justification

" sera donnée par ailleurs),

T

5 — MATRICES
e ¢ . .
Doit :j une apnlication de E dont une base est (ai)1£i<m

dans F dont une base est (b.),. ..
j’1<j<n

x €E s'éerit x = £ ,Xi a,
1<im
[ = 2 Adep @
A 1<{i<n
mais f(x) x/\-F9 donc j»(x) = ;‘ /\i. b. @’
1(3én 199
Or, quel que soit i 1gidn les j:(ai)E F  donc :
: . o
{-(a1) = b, 6{11 + eecvoeo .+ b Ay :
S
° : @
d S
= C’ c
]((am) by A+ eeenenen + b A S



10.
Remplagons dans CD les j(ai) 1éigm par leurs expressions @)
/@ )(‘(X) = (b o{yy + eenes +bn0(1n)r\1+...“. +
(b1o(m1 + oeeos + b X )\m

n nm

-
Zcrivons que les seconds membres de (le et (3) sont égaux et

identifiés. On en deduit

/LL'] O<11 ,\1 + ocesce +C<m1 Am

I

: @
}11& = OQIH .\1 +..‘....+O(mn Am

L'expression (@) détermine d'une maniére et d'une seule l'application

linéaire par rapport aux bases et

| : (23 1¢iqm CIFPIVIILL
F et F. Pour connaitre } il suffit donc de connafltre le

tableﬁu<5> k )
K Ky,
A = 3 : : @
10(_;11 "
| /

Un tel tableau s'appelle une matrice a m colonnes et n lignes.

La iéme colonne de la matrice A est formse avec les composantes
de j(ai) dans 2)

A
4

Deoriture matricielle d'une application linéaire

L= O Ay eaeen +% A
La relation (Z) du § précédent @ k1 il m, m

—

n

ch 4:(x) a pour composantes ( )H9 ..,,un,/kn)
) ,
ol X a pour composantes Avs .....o,:\m)
s'écrit M {qq weveonesnesene A oy (/-\1
/Ltn “( nt . X m | Am
|
¥ = N X ‘




11,

Remarque (5,1)

: i 1 ié
5 A est la matrice de .§ associée aux bases (ai)1<i$m de B
et (b.)1 ., de T,
J7 lsdgn
. 2 G
exemple (5,1) E =F =R a = (a1, 32) Q_IR
Choisissons pour JR2 la base e, = (1, 0) et e, = (0, 1)
soit h, : R — R (ha : X 5 ay)
Construisons la matrice ae ha dans la base (e1, e2)
y
h (e1) = ae, +0e, 1 / a o
é A = K
ha (62) = o0 e, +ae, J o a
Si on choisit pour R° 1a Dase ety = (1/2, 0), e'y, = (0, 1/2)
alors A = a/2 g )
o a/2

Notations

- Les coordonnées par rapport a la base (a,), . d'un élément x ( B
i/ 1¢i¢m

se disposent en une matrice du type '"colonne" M(x) =

m

)/OII.}/

_ P ) . - | <
Une forme linéaire §; est déterminse par les 3(ai)> 1¢iqm ol
(ai)1gigm est une base de E. Les f(ai) =:Ki sont disposés

en une matrice du type '"ligne" 1( }—) = (6(1 ...ong.ﬂ1£).
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Transnosde d'une application linéaire
P

Soient I et B deux espaces vectoriels et i': E e wyF une application

S . . e * ]
lindaire. Soit u une forme linéalre sur (u¢PF”) 3 alors, l'applica-

tion composée uog est une forme linéaire sur I.
On peut définir une application linéaire i fvz F*-———__> o en
posant : % ]
f(u) = uO§" quel que soit uEF’
Définition

L'application tif s'appelle 1a transposée de l'application
linéaire .f.
Proposition (& vérifiecr)

i/ Soient E, F deux espaces vectoriels et r,g deux applications

linéaires de E dans F , alors t( :f+g) _t §j+ tg

ii/ Soit G un autre espace vectoriel et ﬁ-: B S,

hs PeeeusyG deux applications lincaires

ki fog) - tgotj(
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Quelques éléments de calcul matriciel

Une matrice A & m colonnes et n lignes

de type (m, n) et notée

°

est appelée matrice

A = (ai,j)1éiém ou A (m, n)
ngsn

<Si m=n la matrice est carrde)
Définition (5,1)

On appelle transposée de la matrice A = (a..) la matrice B = (b,.)

ij 1J
définie par bi_ =a.. 3 on la notera B = toa
x4
t L]
exemple : (x1, T xn) = g
X

n
(le vérifier & partir de la définition de

la transposée d'une application
lindaire),

Définition (5,2)

i/ On dit qu'une matrice A est symétrique si .tA A

ﬁ/ On dit qu'une matrice D est diagonale

si a = 0 our imd
ﬁi/On dit qu'une matrice A est antisymectrigue si tA = A
(ot -A = (_aij)1\igm
Jo

Remargue (5,2)

On vérifiera qu'une matrice symétrique (ou une matrice antisymétrique)

est nécessairement carrée.
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Addition des matrices (5,3)

Soient E et F deux espaces vectoriels réels, et j; g deux

applications linéaires de E dans F. Choisissons (ai)1<i<m et
A \
(b.), . pour les bases respectives de I et F
31
A = (q.ij) matrice de j;
B = (c)ij) matrice de g
L) = by Ay 4 een 0, Ay
R Posons h = j—+ g
= 3 : |
g (2) = byyq v e+ 0, Py

Les &8léments de la iéme coloine de la m2trice associée & h seront

les composantes de h(ai), donc si on appelle C = ( Xij) la matrice
associée & ah :
\’{ = X.. + (f
Yig ‘i ij
14;i,j {n
et on écrit C= A + B

Définition (5,3)
Soient T, F et G trois espaces vectoriels ayant pour base respective.

(ai)1gi§m R (bj)1gj%n ] (ck)k\ksp et deux applications linéaires %

et g
g + BE__F 5: F N
soit h = gog
e o (e = (- -
Désignons par A =( jk) I¢ien B (\ij)14igm et C = ( X;k) 1¢iem
<k gp T¢i¢n 1<d<p
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. .z N
les matrices associcées a j-, g et h

Vérifier & titre d'exercice que

Xik B Z (51' O<jk

1<j<n

On dit alors que C est 1la matrice produit de A et B et on note
C = AB.

Remarque (5,4)

Le produit n'est défini que si le nombre de colonnes de A est égal

au nombre de lignes de B (le vérifier)

Recette 3
c d c! dl/
Calculer C = AB '* _ A= aa'+be!
1 e ' S
5 al b =5 ‘q‘;a B=abw%w
1 1 gL\ .
Pl g S i {X 7 etcess
(51
. Soit A=(0(1, ..,.,..,o(m) B =|:
(m
= -\. (
4B = o<1 (% Foees +X (%m
. Soient A = (q~i,j) 175 et -\ (R
1{in

A 4 - ("\Qlij

) 1¢i¢m
1¢dn
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Propriéteés (5,5)
Soient A, B, C des matrices j lorsque ces opérations sont définies :
(AB)C = A(BC) = ABGC
AB + AC

A48 A(R

Il

A (B + Q)

A (AB)

AB+BA

Y(a+B) = ta4tm
(aB) - '3 I
Tty - 4

Définition (5,4)

Q3 ; v z ‘ A =

Soit A une matrice carrée, on appelle trace de (qfij)1gi,jsgm
et on note tr (A) 1la somme des éléments de 1la forme C<ii

@1léments diagonaux de A)

Propriétés (5,6) (& vérifier)

tr (A +B) = tr (A) + tr (B)

tr (tA) = tr (A)

tr (NA) = \Tr (4)

tr (4B) - tr (BA) = Z a, by
1¢igm
1§j§n

L matrice carrée (m, m) (matrice carrée d'ordre m) dont tous les

8léments diagonaux sont égaux & 1 et dont tous les autres sont nuls
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est notée ;

Définition (5,5)

On dit qu'une matrice carrée A (m, m) est inversible si et seulement si

il existe B (m, m) telle que

E . . . -1
B est alors appelée matrice inverse de A et notée A ',

Définition (5,6)

On appelle rang d'une matrice le rang de l'application linéaire gu'elle

représente.

6 - FORMES BILINEAIRES, FORIES QUAURATIQULS

Définition (6,1)

Soient E, F deux espaces vectoriels et :§ une application de L dans F ;
ﬁ;est bilindaire si elle est lindaire par rapport & chacune des variables (clest-

d-dire), 81 X — > {(X9 y) et ¥y ——3s f(x, y) sont lindaires).
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BRRATA
Page
1 Lignes 8, 9 et 10 lire s 3. Il existe O(—E tel que pour tout élément
x €L ¥+ = O+x = x
4. Pour tout x, € B, il existe X, (B
tel que Xyt X, = 0
T Définition (4,1) ajouter (un élément de E* est appelée ¢ forme lincéaire
sur D)
) : . . L x 1 J
8 Ligne 17, lire : ou ce qui revient au méme, par e ,j(ei) = %1 . i
i= 3
9 Ligne 15, lire : or, quel gue soit i, 1I1ign 1les j’(ai) ¢F donc :
10 Lignes 1, 2 et 3 1lire : vemplagoys dans C es )((a ) ‘l\gigm
par leurs expressions 2 a,lo\rs JC(X) = (b 1,(11 ,,,,,, &1 Feoan
(b, g+ seee + onHT\m ©)

Liéne 7 lire : }\n 2\)(1n ’\1 + ocenvee +(7(mn\m

ccecsna 0<m1\

Ligne 12 lire :

Ligne 17 lire : }"n=0<1n*\\1 Foeones +0( A

Ligne 20 lire : 1 ™11

<)

Ligne 21, supprimer | Y = AX




Page
11 Ligne 4, ajouter : au départ et & l'arrivee
Ligne 9, ajouter : au depart
Ligne 14, lire 3 se disposent en une matrice du 1t e colonne notée
X ou }(x) avec X = ( )
Am
bas de la page, ajouter : enfin posons
%'1)
l'éxpression A6 stéerit Y = AX
11bisL Ligne 14, lire : g P —— (G deux applications linéaires
1 i i == ‘—i—
7 Ligne 4, lire f (%, ¥) > &(aibj)xiyj
i{m
1\(,an
Ligne 7, lire : )
/
| /<>(11 %m1\ /%
;}(xa ¥) = (Fyeeeeen 3,) '\ |
\\(_\1n----»--- d\mn/ xm
21 Ligne T, lire : “—\xa = l—\l ﬁx“ ACR
22 Ligne 4, lire : i/ d(z, y) = 0 si et seulement si X =y
Ligne 11, lire : a( \x, \y) = \\\ dx, y)
23 Ligne 18, lire : donc
f(}:q, sy Xyseny Xgyees Xn) = - j{ (X19 ey Xy eey Xy e xn)
bas de la page, ajouter )((x5~(1), - xG—(n)) - E\(T )[(x1, s xn)
ol toA = i 1 suivant la parité de k
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Page

24 Ligne 14, lire -g(x1, ceey X ) = <?* N ‘ﬁs—(1) S—

%nc‘(n) j':(a.,]? cccoeg a.n) W,

supprimer la ligne suivante.

25 Ligne 14, lire : .... est celle des formes n - linéaires alterndes....,

26 Ligne 16, lire ii . est appeld le mineur associé a \ij et (—1)i+jA,
1J

5 J

est appelée le cofacteur associé & —\ij

28 Ligne 14, ajouter ¢ si i = J
Ligne 15, remplacer (i # j) par si i #

30 Propositio (9,4), lire :

oi A est une valeur propre de A et si réN*, alors _&r est une
valeur propre de AT 3 si A est inversible, alors A(T est valeur
propre de A7T,

. Si AX = \X, alors A(4X) )\; A(AX) = AA = AEX d'ol par

récurrence sur r ATX = AX
osi aX = A%, ators ATalax - ATheT Az et ATx - ax
d'ol par récurrence sur r A7 X = A

32 Tremple, lire : Cos O~ —sin. & 0

Sin & Cos & 0

0 0
34 Ligne 14, lire ¢ de D = tP\P ou P est la matrice orthogonale
35 Ligne 4, lire ¢ ©soit Y = tPX telle que

Ligne 7, lire ¢+ PY = X =0 3 donc A est definie positive
Ligne 9, lire : propre %1 soit non positive

Ty, T L t
Ligne 11, lire : mais 'X'AX = "¥1Papy = *vipy = A, o




Ligne 8, lire : soient x5 X deux points observation du nuage.

Lignes 11 et 12, lire : la grandeur de la projection BkBe est le produit

scalaire du vecteur X - X, par le vecteur u.

Ligne 5, lire : son terme géndéral s'dcrit

@

-y Ny
i Lo (in - Xei)(xk,j - Xej)

Ligne 1, lire : 7%

o

Gi¥eg < /P2 Ty %ij)

Dy
e

Ligne 18, lire V = RLE#R

Ligne T, lire : Ainsi, le coefficient c(i,k) s'écrit : c(i,k) = w4 A/ AL

Ligne 1, lire ¢ Soient Tyg seney X des c¢léments de BF
1Y

Ligne 9, lire : Pocons y; = Cxi 1gi§p
Ligne 13, lire : et avec Ui = c(ai) 1¢igp oh les a, sont les
éléments

Ligne 16, lire : c'est une application linéaire "projection sur [R"

< ——

. d . @ = _ . - — -
Ligne 5, lire : . (Uij) avec l%j ;? (yik yie)(yjk yje)
1, e<p

Ligne T, ajouter : ou V est définie par 1'expression (:) page 43.

-1
Ligne 14, lire : soit tlﬁQ e o= 1

Ligne 14, Llire : vl ok (k = constante positive)
Ligne 3, lire (en fin de ligne) : (i, j, k) { IxJxK
Ligne 2, lire : en faisant intervenir les poids p(i% i¢ I
Ligne 2, lire :
S 53) . He,d) | < plige) STa(e,s

r 5 p(e) - () ) F p(i) (o)
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Matrice associée & une forme bilinfaire

(ai) base de L x = S a; %,

(bj) base de F ¥y = §~w b. x.

F ) - Z {ag b)) =, v,

11, 3<n

On laisse le soin au lecteur de dcmontrer gue les (a, b.,) =,
i J

ij
définissent complétement
) y ) ‘<11 .oe.nuaa....l_(n,l b d
On écrira ﬁi(x, y) = Fqs secee yh) .
LC\1n ,..n..,,.o.»Knn Xn
soit en ccriture matricielle P o= K Y AX
. t : v+ t
iais Y A X est un scalaire; donc (tvax) = YAX
done | X Pay - tyax

.

si le rang de A est égal a r, j~est dite de rang .

Definition (6,2)

On dit qu'une forme bilinfaire 4, définie sur BE x I est symélrigue

s1 quel que soit x, ¥ {ZE f(x, y) = %(y, x)

Remarque (6,2)

}-symetrique entralne : quel que soit 1<;i,j4gn
Y = { = " = (F‘(
\/\ij ﬁ'(a’iﬂ aJ) ﬁ'(aJﬂ al) 41

donc la matrice associéde & ;¥est symétrigue.
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Definition (6,3)

ﬁ»étant une forme bilinéaire symétrique on appelle forme guadratique

associde, l'application de E dans |R définie par
a(x) = J—(X, x) quel que soit x E: )

( ¥ est appeléela forme polaire de q)

1

Heriture matricielle : @ (X) = X AX ou A est syméirique
et Q 13 matrice associée & q.
exemple 3
2 -1 X,
-A. = X:
~1 3 X,
2 —1\ / X, > )
x) = (X19 XE) = 2 X, - 2x1x2 + 3 %5
-1 3 | Xy

Action d'un changement de base

1/ Sur un ve.teur; soit E un espice vectoriel de dimension n,

- = (a1 T
B = (ai)1gi§n et B! = (a i)1<i£n deux bases de T,

(s..) ayant pour colonne i 1les

Considérons la matrice S 2

coordonnées de a’i sur B

1 —_
aly, = g Sij aj CD
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S est inversible. (In effet, on sait qu'il existe s € L(E,E) unique

tel que a', = s(ai) (propriétés 4,2) et s (ai) est une

famille libre; s est de rang n, donc s est inversible.

Soit x€ F

~ N,
81 on pose X = ~ ay X, = d a’i x'i

1<{i¢n 1¢ign

_ \ . -
en tenant compte de (j) Xj / Sij x', idin
1i¢n
que l'on peut écrire
X = sXx¢ ot X' = S X

La matrice S de passage donne les anciennes coordonndes (x1 -~ , Xn)

).

en fonction des nouvelles (x'1, eseey X'

Sur les formes pola};es et gquadratiques

Soient x é E et X sa représentation dans B et Y sa

représentation dans B!

Soient x1(_E et X1 sa représentation dans B et Y& sa

représentation dans B!

On a X = 8Y Y = S X

X1 = S Y1 Y1 = S5 X1

Soit aq 1la forme quadratique et @ sa représentation dans B

Q(X) = 'xax
Exprimons X et tX en fonction de Y

X = SY et 'x = ty

La représentation de g dans la base B!

t

et QY) = ‘v Psasy

= YBY ou S AS = B
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3
.

La représentation de la forme polaire ;f.dans B et B' sera

I
>4
.
>

F (X, x1)

]
ot
rd
ot
&
>
w
__:-4

F (Y, Y1)

Proposition (6,1)
o e I i . . L .
itant donné espace vectoriel, (a1)141<n (a l)Kl\(n
A 3 1
de E et S 1la matrice de passage de (ai) 1<in (a i)1<ién°

B-% A s

deux bases

0N

Pour toute application bilinéaire ﬁ_ de E dans L

ot A est 1a matrice associée & 4 par rapport a (ai)1<i$n et B

. RN i 2 1
la matrice associée a -}-par rapport & (a i>1<ién

Définition (6,4)

On dit qu'une forme quadratigque g sur un espace vectoriel E est

positive si q(x, x)2>>» O pour tout x € E

Difinition (6,5)

sur un espace vectoriel &

Q(Xs X)> 0

Pour qutune forme quadratique positive g
soit non dégénerée (ou définie) il faut et il suffit que
pour tout x = O dans E.



2%

Espace vectoriel norme, distance

Définition (6,6)

T  <&tant un espace vectoriel, toute applicatioh ” . de E dans R+
vérifiant
L x ) = 0 si et seulement si x =0
fx+yf KU+l x, vy £ B

A= o= A ) AER

est appelée une norme sur B (B est alors un espace vectoriel norms)

Norme associée 3 une forme quadratique positive non dégénérée

Soit q wune forme quadratique positive non dégéneree alors

quel que soit x ¢ |R a( Ax) = A2 a(x)

done \fa(ax) = [A| Vo)

d'autre part q(x) = 0 si et seulement si x =0 (q est définie

positive)

: sy \ 4 \/
enfin vérifier gue \/q (x +y) < \f,q(x) + a (g)

Proposition (6,2)

L'application de 1 dans IR+ definie par X——ﬁ\/q(X) est une norme

sur E.

Definition (6,7)

ooit E un espace vectoriel, muni d'une norme x —> q(x)
q étant une forme quadr .tique définie positive, E est alors appels

espace euclidien.
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Définition (6,8)
On appelle distance sur un ensemble E, une application d de E
dans RT telle que

0 si et seulement si x = O

i/ d—(xs ,Y)

ll/ a(x, y)

i

It

d(y, x) quels que soient =X, ¥y GIE
i/ alx, z) { a(x, y) + a(y, z) quels que soient X, y, 2, Glﬂ

(quelques notions sur les espaces métriques seront données ultérieurement).

Proposition (6,3)

Si X —— )| X {i est une norme sur un espace vectoriel K, alors
d (x, y) = l x -y 1li est une distance sur E telle que
d (Ax,z\y) = ;\d (Xs Y) et d-(x + Z, y + Z) = 4 (X9 y)

i/ d(x, y) = O si et seulement si fx -yl =0

fx — yif = O si et seulement si X =Yy
i/ dlx, y) = px - )
LA
= ¥ - =
= d(Ya X)

ﬁi/ a(x, z) =fx - z |
< fR -+ gy -]
<

d(X, y) + d(ys z)

Les deux autres propriétés se démontrent facilement.
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7 — DETERIINANT

Définition (7,1)

Etant donné (Ei)1<i<n des espaces vectoriels on dit qu'une application
AN

de E1 X ees00e X En dans R est une forme multilinéaire, si chaque

application partielle xi——~9-§(x19 cevae i owenes xn) est linéaire.

(On dit aussi "forme n-linéaire')

Definition (7,2)
—

Une forme n — linéaire définie sur E* (E X .... x E) ol E est

un espace vectoriel est alteinée si 3

.§(x1, senseey Xiy eascons xn) = 0 (X17 . ot

$9 eeee Xn)éEn

pour tout élément ayant deux coordonnées égales.

Proposition(7,1)

i/ Une forme multilinéaire alternce i:change de signe lorsque l'on
transpose deux composantes.
m /'-
Bn effet j-(x19 seeey Xy Xgy seey Xy Hys eeees xn) = 0

+ j:(x1, seee s Xyy seees Ty eece Xn)

+ -§;(x1, TN STICRETTIE STRRTERY %)

donc -}[(x19 ooy Xyy oeewy Xgpoeen Xn) = :§(X19 sees Xgsoee s Xigu,,xn)

ii/ 3i (Y est une permutation et k 1le nombre de transposition de Cf—

s & (1)

& = i

alors ;F(X6~(1)9 BaE HEg XG‘(n)) = @.1)k &(x1, S Xn)
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e o sm mm e e mm e mm m e e me e me mm em e em mm e e e me em e we e — em Em = s = em =

Otudions les formes n - linéaires alternées sur En

{n

- soient E un espace vectoriel, (ai)1/i
RSN

une base et (x.), ..
1 %1%'1

n &léments de B

i Z Ay 2

X =
1<jsn
: & < .
j_(x1, oFEa [ Xn) = ﬁ (gi;xij aj, B aaes g 2%;\nj aj) 1{jsn
{
),. (X19 e 00080 9 Xn) = ——;—> A‘lj‘] cc;\njn f(aj_js oo e o0 9 ajr]-_)
1§jn§n

9 ¢ a0 9

Les termes de la forme —+(a.,; ssos 5 &
1 jp
gsont nuls si j = J .
a P

1

I1 ne reste que n ! termes (nombre de permutations d'un ensemble
D = 3 o [
4 n &lémentsj ensemble noté \f\n).

Soit 1a permutation (¢ (1, «..., n)

>(319 oiwews o ,jn)

}(X1, secoeg Xn) =G_L,H_\(\196—(1) .o-'\nb—(n) j-(a's«(,]), .,.,ar(n))

Flrpy veeens ) Z N (1) Ay e e 8 @
/‘T\'()r[

(ﬁ155_= T (suivant 1a parité de la permutation).
Dans l'expression (I) les 5j(a1, cssasceg an) sont indépendants du
n - uplet d'élzm_ats de E.

ilontrons que les formes construites répondent & la question.
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— multilineaire : évident

- alterné : sSupposons que Xy =X 4,y

(c'est-a~-dire —\ij=§fj 1(jgn)

3 tout terme

< "\1’5*(1) 4iﬁ‘(i) '°"\i'6‘(i') A )  EemmeRRons
')
k{)— 416—(1) .--’xi.(s—(ir) -.-xic— (1) ""an“(n)

ces deux termes se différent d'une transposition donc =EG'= = ééqﬁ

donc les termes de la somme s'éliminent deux a deux.
La condition CD est une condition nccessaire et suffisante.

Donc : sur un espace de dimension n, il existe une forme

n - linéaire alternée déterminée & une constante multiplicative

pres.

Définition (7,3)

Le determinant, par rapport & une base ordonnce, d'un espace
vectoriel est celle des formes lindaires alternces qui prend la

valeur 1 pour les n éléments de la base.

det [xw Ceenny Xn:] = Z 5r”\16‘(1) A‘nu*(n)

kf\.n

g
—
-
-

s @60 D@
. o0 00
-
o

on le notera : det[x19 ooy xn] =

(déterminnt d'ordre n)
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Le déterminant est linéaire par rapport aux éléments cd'une ligne ou d'une

colonne (multilindarité).

det [x1, esosaeg an = /\11 Ai1 + eo. + \in As @D

Calcul de A11 ( par exemple ) coefficient de ~A 11 dans une expression

du tpe @D . i nous mettons '\ en facteur dans 1l'expression G} 5

11
ce nombre est facteur d'une somme qui n'est autre que le déterminant
d'ordre (n - 1) obtenu en supprimant du tableau @D la premiére ligne

et la premiére colonne.

. = . & . 5 = .
Pour dsterminer Aij on améne la i°™€ ligne & la premidre (ce qui

revient & changer (i - 1) fois le signe du déterminant ).

lmenons ensuite la j°Me 1ligne & la premiére (ce qui revient & changer

(j ~ 1) ~fois de signe ).
Conclusion : A, 3 est égal au produit par (—1)1_'1'*-3'-1 = (=1)*Hd
?

du déterninant obtenu & partir de @D en supprimant la ieme ligne

et la j°Me colonne.

A 3 est appeld le mineur associé & \ij et (—1)l+J est appelé le

g

cofacteur associé a ’\ij'

exemple
! |
‘a B g b! et | at ¢! l a! D!
al! b' ¢! i = a, i - b + c
L an po oM ’ B! c" l . an !t . g ol l
| | 1
= a(blcn - bl!cl) _ b(alcu - allol) + c(a'c” - allbl)

e = o |
- + a—
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Déterminant associé & une application linéaire

(Xyp wavors X,) (" et )C,g ¢ (&, B)

(X19 e a5 xn) 3 det [g(x1), cenony g(xn2]

Cl'est une forme multilinéaire : (g lindaire, déterminant multilindaire)

Cl'est une forme alternée (xi = %, :::;>g(xi) = g(xj))

Cette forme multilinéaire alternée est proportionielle a det[%19 ceeos xn]

h

det Lg(x )s ceey g(xn)} h det {x1, ceoey xn} h {lR
o [aa), ooes ala,)
det [g(xﬂ, 200y g(xn)}

[g(a1),.,. g(an)J det [x11, ceoos XnJ

Mais se donner n ¢cléments (X1, ooy Xn) c'est se donner une application

linéaire qui aux cléments (a1, YL 5 3 an) associe (X1, e e Xh)

donc : det {%o_j(a1)9 s &0 f(an)J = det[:g(a1),,oe,g(anﬂ

dett;}(aT), - %(anj} ]

en introduisant les matrices

§_¥~%_A det [BAJ = det B det A

g > B

Proposition (7,2)
i/ det A . det POl
ii/ det A = det S_1AS ou S matrice de changement (le déterminant
d'une application linéaire de base de E dans E est indépendant
de la base & laquelle E§ est rapportée ).
i/ "det §~3#(O” est équivalent & " {‘isomorphisme de L dans E"

(automurphisme).
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Apglioation
Proposition (7,3)

Soit A = (a..)1,. . une matrice carrée. A est inversible
137081 It

si et seulement si det A =%; 0.

C.N Supposons A inversible et soit £ gom inverse, alors det(AA-1)=

det A det AT1 = In = 1

donc det A =%= 0

C.3 Supposons det A»740. Si A =(a), B-= (a—1) est telle que

AB = BA = T

Soit A = (aij)1<i,j(n n_»2 ; considérons B = (bij)1<ij<n
- P S . 3 X

ou bij = Cji/det A et cji le cofacteur de aija

L'élément (i, j) de AB est \_/_ 2 b]j ( < ik Jk) detA
WKk
pour (1<;9jgn)»

Or, ’; al Cjk det A

./
ik %5k~ /

Définition (7,4)

une matrice carrée. On appelle adjoint de A

)

Soit A = (aij)1£ijgn

t on not Adj(A) = (d. . - la matrice tr sée d fact S
et on note ja) = ( 150 1¢3¢n a matrice transposée des cofacteur
ie (aij)1§ij<p

-1 .
donc A = Adj (4) / det A
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exercice
1 2 3
A = 1 3 5 det A =3

11 -9 1
MjA=|-7 9 =2
2 =3 1
11/3  =9/3 1/3
At oo /s 9/ —2/3

2/3 -1 1/3

8 - VECTEURS PROPRIS D!UNE I ATRICE

Définition (8,1)

une matrice carrée j; on appelle valeur propre

ot (&5 50 1¢1, jen
de A (respectivement vecteur propre de A)  tout élément \i é\R

(Jéién) (respectivement tout élément xi=%: 0) +tel gque

Axi = -\i X5

ou (A—'\i) x; = 0

Or un tel systéme homogéne a2 une solution non triviale si et seulement
det (A - %j) = o.
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Proposition (8,1)

Soit A= (a..)., .. une matrice. lLes valeurs propres de A sont les
ij 1&13<n

n racines (distinctes ou non) de det (A -3) = O

Le polyndme det (A - 4) est appelé ‘'"polynOme caractéristique" de A,

(i1 est de degré n par rapport a '{ ).

Proposition (8,2)

Soient A = (a..)

une matrice , P une matrice rcguliére et

» i3/ 1Kij¢n
B =P\P ; les valeurs propres de A sont identigues & celles de B g
d'autre part trA = trB et rang A = rang B.

In effet,

. det (B - AI) = det (P P! o A - det (PAPT

det [P(A—*) P—1J - det (A - A)

1

- A\PP”) =

donc les valeurs propres de A esont égales & celles de B.

. trB = +rPAPT - tr(P—1PA=) = tr(4)

. P et p~ régulidres donc rang (A) = rang (B)

Proposition (8,3)

Si D est une matrice diagonale ses valeurs propres sont sz2s éléments

dizgonaux (triwvial).

Proposition (8,4)

Si ~\ est valeur propre de A et I){N*, alors §2 est valeur propre

de A2 et -§f2 valeur propre de Afz (si det A f/ 0).

. Si AX = AX alors A(AX) = A(NX) = N\ AX
rence sur AP = -&? X,
. 51 AX =X alors N 2 oax - A—1 e AX et \f1 X = A71X et par récur-

— R X
rence -\ X = A T X.

XZX d'ou par récur-
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Proposition (8,5)

Si (A _,\11) X, =0 et (A -4,2 I) X, =0 ot A est une matrice
symétrique et %11/-&09 42740, 4\1 =/.L~ »\2, alors tX,] X2 = 0.
Par extension si A et B sont symétriques et si (B..§1A) X1 = 0.
s . t L
et (B -,\2 A) X, =0 alors 'K, AKX, = O,
f e e _ f
© Ry (A =AT) Xy = R, AKX, - X AX, = O donc :
\_t — -t'v
-\ X2 X1 = 5 A X1
x % b, .
de méme -% X1 X2 = A1 A kz
. 1 t t t t T, b
= + C = - =
mais X, X, Xy X, et X, AX, ( X, AX1) X,"A X,
. I i, 1t t
mais A symstrique donc K1 A X2 = X1 A X2
t, . oo t t 3
N, K, X, =\, B X, et X, X, (A, -4, =0
t
or, 41 74\2 donc X, X, = O
4 Nt t | t
Frysx, o= N Ry ax, et "xpax, = A, X AKX,
or, -—\1 tX1 AX, = -\2 J“xz AX, don tx‘1 A%, = Xz/ k X, A X,
“\1
Byl +
' —~£ 1 donc X, AX, = O
.\1 / 1 2
Matrices orthogonales
Définition (&,2)
On ~ppelle mibtrice orthogonale une matrice P = (mij)1gi,j<n telle que
t = 1

PP
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’On remarque gque si P, et Pj sont deux colonnes de P

i
t A . t
PP, = 0 i itj et PP = I
Proposition (8,6)
Si P est orthogonale, det P = 1
On effet, det I = det’ P det P et det °P = det P
exemple 3
a. La matrice unité est orthogonale
b. Cos E% Sin 6’ 0
Sin O cos O 0 est orthogonale
0 0 1/‘
Diagonalisation d'une matrice symétrique
Proposition (8,7)
Si A (a)1gi,j<n est une matrice symétrique, il existe une matrice

orthogonale P = (pij)1/ij<n telle que pAP  soit diagonale
J X

(la démonstration est laissée provisoirement de c6té).

exemple
4 3
i = det (A -1) = N2~ 25
3 -4

2 .
les valeurs propres sont racines de ‘x - 25 =0, soit ~\ = i 5
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1l
o
<

vecteurs propres : -X + 3y

1 = (39 1)
= (19"’3)

GAhor 1/ 10)

% (1/\&;9 =3 ;8)

i
o
<
i

9x + 3y

n

vecteurs propres normés s U1

On vérifie que :

3/V?;_ 1/“’;;

P =
o o Mo
» 5 0\
et P AP =
\ 0 D

Proposition (8,7)

Soient A une mitrice symétrigque et P la matrice orthogonale
qui diagonalise A. Alors les valeurs propres de A sont les éléments
diagonaux ae D = tPAP. Le rang de A est le nombre d'éléments diagonaux

non nuls de D.

D matrice diagonale, donc ses valeurs propres sont ses éléments

diagonwux et son rang le nowmbre des cléments diagonaux non nuls.,

Puisque P est orthogonale (tP)_1 - P domc D = 'PA (tP)-1

- ~ ”~
4 méme rang et les mémes valeurs propres que 4.



Matrices idempotentes

Difinition (8,3)

A est idempotentesi et seulement si tA = A et A2 = A

exemple

1/2 ~1/2

est idempotente

-1/2 1/2

Proposition (8,8)

Si A est idempotente, les valeurs propres de A sont

soit O, soit 1.

Soit -\ valeur propre de A, AX = AX ou X7/O vecteur propre
A(AX) = .AAX L .AZX
or Ad = A donc AX = AZX

Xz = A donc ‘A = 0 ou 1

Remarque :|Le rang de - est le nombre valeurs propres non nulles
de D = tp AP ou P est la matrice crthogonale qui

i diagonalise A,

Propristés des matrices dcfinies positives

Proposition (8,9)

Une matrice symétrique A est définie positive si et seulement si

les valeurs propres de A sont positives.
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. Soit P 1la matrice orthogonale qui diagonalise A

M.

D = "PAP = . 0

.
e

o

ol les Ai sont les valeurs propres de A

Soit ¥y = tPX telle que X = (tP)_1Y =

PY
% B g A2
wy = 194

Alors XA = P(PY) 4 (PY) =
1<ign
Ty L2 .
Or, /2 \i ;i = 0 entraine y; = 0 1<;1<gn
x, = Py, =0 s donc A est définie positive.

1 1

. Réciproguement si A est définie positive ;§ supposons qu'une valeur

propre-\1 soit nulle

1
soit Y' ={ O et X' = PY! donc Xt =£ 0
. 7
0
mais X' AX = 'y Ypoap oyr oo Pyray - A1 <0

(contraire & 1'hypothése)

Froposition (8,10)

51 A est une matrice symetrique définie positive. Alors det A:> 0,

le rang de A est égal & n (évident).
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Proposition (8,11)

Si A = ( est une matrice définie positive et

a, . .
13)1g1,3gn "
o, . ., une matrice telle que rang C = n, alors CAC
i3/ 1ida

1<i¢n

est définie positive.

Proposition (8,12)

51 A est définie positive et C réguliére, alors tCAC est définie

positive.

. tCAC est symétrique

. Y0, "y(Pcac)y = *XAX o X = OY. Puisque A est définie

positive et X <0, 'KAK> 0

Mais tY(tCAC)Y est donc positif pour Y=£0 et on a gagné !

Proposition (8,13)

Si A est définie positive, il en est de méme de A_1°

-1
(On pose C = A dans la démonstration de :

Proposition 8,12),
Proposition (8,14)

Soit A une matrice symétrique définie positive, il existe une matrice

régulicre C telle que CAtC =1 et tCC = A_1°

Soit P une matrice orthogonale telle que

= = > ;
D = 'PAP = a A >0 Kign



et soit M
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Il

s

Alors C = tM tP produit de matrice réguliére est régulieére
ot ca®c = Pwlpapy - Twom - I
Bnfin, si CA'C = I alors ‘c(cabc)e = Pecze = ‘oo

t -1

d'olu tCCA =1 et

BIBLIOGRAPHIE

«GODEMELT

« QUEYS AWNE

«BARBUT

CC =A . On a gagné !

Algdbre (Hermann)  (exceptionnel)
Al gébre (A.Colin)
Mathématiques des Sciences Humaines

Tomes I et II — (PUF collection Sup) -

(é recommander aux psychologues et sooiologues)
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I ~ AIT.LYSE Bl CONMPUSANT G5 PR INCTPALES.

I.i. Le probieme pour l'utilisateur.

Le probléme pose par 1l'analyse factoriecile peut schémuatigue-

ment se rosumer ainsi e

A ¢ On _disposc de données statistiques qui ne veuvent se

repr sonbtor gue dans un espace de dimension éleve 5 ce qui signifiec

le¢ plus couramment que 1'on dispose d'un nombre assez important de
variablcs et d'observations, par exemple 60 caractéres (Variables)
mesures sur 1,000 individus (obsu;vations), eou mue & caracteristiquess
éconrnigues (variables) mesur.es sur 21 rogions (obzervations).
Quclguefvis, la distinction entire v riablcs ¢t observations est arti-
ficicllc ou cunventionnelle § en principe, on réservera le nom d'obser-—
vation o tout ce qui a un caractere repétitif, & tout ce qui peut Stre
consiuw rc comme une rcalisation d'un vecteur uléatoire qui aurait

autant (e composantcs qu'il cxiste de variables.

Pratiquement donc, on dispose d'un tablc u rectangulaire
dc valcurs anumeriques dont les dimensions sont telles qu'elles sont
un obstacle a l'assimilaticn rapide par le statisticien de 1'infor-

mation conteiue dans cet enscmble d¢ nombres.

B : On désire représenter, dans la mesure du possible,

ces Counées statistiques dans un espace de faible dimension, avee

lc minimum d¢ perte d'information s ainsi, par exempley; on roesumerait

les 50 variables mesurces sur les 1.000 individus par cing variables.
(les d.unces de ces cing variables permettant de reconstituer appro-

ximativement les 60).

On passe ainsi de 1.000 points dans un espace a 60 dimen-

sions, & 1.000 points dans un espace & cing dimensions.



En fait, cing dimensions sc.nt encore beaucoup pour

notrc v tine.
Ainsi, nous chercherons d'abord des espaces o une ou
deux ou trois dimensions, en les complétant éventuellement par

quelcues dimensions supplementalres...

C : On ne fait aucunc hypothése particuliére orcalables

ceci pour insister sur le c3té purement descriptif de l'opération,
4 1'opposé des démarches des pionniers de l'analyse factorielle,
cho-chent un petit nombres de factcurs interpr.tables, < partir de
modélcs cssouplis ot rendus slus dociles par 1'introduction de
parametres suppléuentaires. Nous dirons quelques mots de l'analyse

= '

en f.ctour comnun ¢t specifigque en fin de chapiltre.

I.2. Le probieme pour le statisticien,

Le statisticien a le choix entre plusieurs espaces de
depert, pour raisonner : l'espace dit "des observations" (ou les
dounces de base seront paur cxemple representces pur 60 points v.riables
dansg un espace a 1.000 dimensions) ou "1l'espace des variables"
(& 60 dimensions,; avec 1.000 points observations dans le cas de notre
excmple, chaque point observation ayant 060 coordonnées qui sont les

valeurs des 60 variables lui correspondant).

Dans ce dernier cspace, par exemple, la distance entre
deux points constitue un nombre caracteristique de la ressemblance
des deux observations correspondantes. Soit x et x cecs obser—

1 2

vations (x1 et x sont donc des vecteurs & 60 composcntes que

2

noug dégignerons par X4 et X l'indice i varient de 1 & 60).
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La distance d(x1, x2) g'écrit :

2
d (x1, x2) = >
Elle est d'.utant plus faible que les composantes X5 et Xy

sont broches pour toutes les valeurs de 1i.

Dire que l'observation x est 2 la méme distance de x

3 1

pose neanmoins, en genéral, beaucoup de problémes d'interprctation

que X,

car ll'cgalité n n
)2 = > (x,. -x .)2 ne renseigne
<L M1 3i

i=1

A

!
[l
-
1
e
N
e

H.
it
-

pas Dbeaucoup sur les composentes responsables de cette egalitée..

(cettc difficulté pourra 8tre levée pur la "representation simultanée").

Notons qu'intervient ici un important probleme d'unité et de pondéra-

. T . = . .eme
tion cntre lecs différentes variables @ en effet, si la compo~

. S . 2
sante a des valeurs relativement €levéecs, le terme (X1j - x2j)
jouera un rdle preponderant dans la somae 3 n

N 2
K,. = Xga
/ ( 1i 21) ’
i=1
Ny . eme . . s
var suite, la J variable aura un poids supérieur aux -utres dans

la definition des proximités entre observations.

Plagons-nous donc dans 1l'espace a p dimensions des variables, mp,

ou @e¢ trouvent les n points observations.

A : Nous allons chercher le sous—espace & une dimension D

(la droite) tel que les distances entre les projections des points—
obscrvations mesurcées sur cetie droite soient le pius proche possible

des distances definies plus haut, dans l'espace a p dimensions.
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D'a,rés le theéoreme de Pythagore, la distance entre deux points
dang 1'espace iRp H AB2 se décomp.se entre distance 302 de

lewr prcjection sur D et distance CA2, CA étant

’ A

un veeteur de l'espace & p - 1 dimension orthogonal & D.

Il est donc naturel de chercher un sous-—cspace D qui maximise
. o 2 . : =~
les distances projetées du tyse BC ou; ce gul revient au méme,

qui minimise les distances "residuelles" telles que 1la distance ACZ.

Soient X X5 deux points-observations du nuage.

Soicnt Uys  Upy oo Uy, les composantes d'un vecteur unitaire u
porté onar la droite cherchée D,

La srindeur de la projection BC est le produit scalaire du vecteur

X, - ¥y par le vecteur wu.

5]
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Si l'on veut que, en moyenne, les longueurs des projections soient
maxima, de fagon a ce que la deformation du nuage soit minimum,
il t.out donc que en sommant pour tous les couples (k,e) de points—

obscrvations

2 2
I N _ s [t ] i :
S =, BB = /. u (xk - xe) soit maximum,
ke kye
avec la condition
N 2
1 . ) . C o

21_ ui | = u u =1 puisque u est susposé unitaire.

|

= £ uyu (in - xei) (ij - xej)

141, j¢p

Por suite, en intervertissant les indices (i, j) et (k,e)

S = j{; u, u.
1 3

1<i9jép

M

(x5 = %e3) (ij - Xej)

4]
o

La grantité entre parenthése est le torme général vij d'une matrice V

o

9
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On pcut donc écrire S - u., u,

En notation matricielle, il faut donc maximiser la forme guadratique :

S == tu Vu avec la condition tuu= 1

Précisons quelle est cette matrice V

n. B E & o . = - -
Son torme général s'éerit s Vs —:Z~ (xki xei) (ij xej)
k,e

Ctest, & un coefficient prés, 1la covariance des variables X, et x

Vérifions le

oo
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On rccomnalt 1la le terms général de la covariance des variables X,

et ij au facteur 2n2 pres.

Ainsi, les composantes d'un vecteur u unitaire porté par la droite D
sur lacuelle se projette le nucge en se déformant le moins possible

- t 3 : i
maxinisant u Vu, (ot V est la matrice des covariances des

veriables 2 & 2) avec la contruinte ‘uu = 1

I1 s'agit 1& d'un probléme classique en algébre st en g ouetrie

analytique. (Recherche des axes principaux d'une quadrique).
La matrice des covariances V est symétrique et definie positive.
Nous savons (cf. rappel) qu'une telle matrice admct des valeurs
propres positives correspondant & des vocteurs propres ri ortuo-—
gonaux. Soit R 1la matrice ayant les vecteurs propres ri en
colonne ¢ on a donc ici

VR = RAQ A étant une matrice diago—

nale ayant les valeurs propres i1 sur sa diagonale.

Fultipliant par la iransposée tR (qui cst aussi, ici, 1l'inverse de R)

Notre forme gquadratique s'corit u Vu = u R [XtRu
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Posons ¢ y = uR

t

1
Et notons que v (tu R) = Ru etque Ry =u

. o
t
On a alors : tuVu = yay =Z {yi

La condition tu u =1 devient, puisgue u = Ry

% t
yy ("RR = I)

D%,

&
]
[}

On est donc ramenc au probleme suivant e

< i 2 7 2
( a =
Zlu A gsachant que /_ Y5 1

chercher la maximum de
C'eust, si 1'on veut, un petit probléme de programmation lin-aire s

1a solution se trouve necessairenent en un sommet du domaine defini
par 1~ relotion ¢

2
zgj Yy = 1, donc pour une valeur y; = 1,

y. =0, j% i
J
)4yt
La somnc 1Y5 devant Ctre rondue maximum, l'indice i choisi
gscra celui correspondant & la plus grunde valeur propre d: s qui
sera lo valeur affective du maximum.

Comaoc u = Ry, le vecteur u cherché sera le vecteur propre corres—

pondent & cette slus grande vi.lcur propre.
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Ce vecteur u s'appelle la premiére composante principale du

nuxge de polnts.
On peut donc énoncer le résultat suivant :

"les cosinus directeurs de 1'cspace & unc dimension sur laquelle
se nrojette le ruage des points—observations en se deformant le

moins oossible (avec notre definition de la non-déformation) sont
les composantes du vecteur propre correspondant & la plus grande

valcur prepre de la matrioe des covariances associée au nuag.'.

B : Si i'on cherche maintenant le sous-espuce a deux dimensions
(par conséquent representable sur un graphique) ayant toujours ces

proorictés de déformation minimale, l'on s'apergoit

A
‘ll‘/ \T
i / \'—’/”"/E
_A—g
|7

e

que cc sous-—espace contient D 4, et qu'il contient le sous-espace
a unc dimension T ayant également la propriéte de "dcformation

minimale" tout en étant assujetti & &tre orthogonal a D.

On voit facilement qu'une base de ce sous—espace est constituée
par les deux vecteurs propres de la matrice V correspondant

aux Ccux plus grandes valeurs propres. Il en serait de mé@me pour
l'espace a p dimensions de déformation minimale, dont une base

serait constituée par les p premiers vecteurs propres de V.
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Nous avons ainsi trouvé des axes factoriels qui ont
la ropricté d'extraire progressivement le plus d'information

possible concernant les proximites entre les points.
La qualité de cette information peut Ztre mesurée par

ltimportance de la, ou des plus grandes valeurs proprecsy selon

que l'on utilise un ou plusieurs facteurs pour la représentation.

;}3. Présentation des résultats. (pour le statisticien,

pour 1'utilisateur)

Le plus souvent; et particuliérement lorsqu'on dispose d'un
ensemble heterogéne de variables, on utilise des trunsformations

simples sur ces variables ofin de les rendre maniables et comparables.

Ainsi, la transformation la plus couramment utilisce,
héritée de la statistique classigue, consiste = centrer et réduire
les variables, c'est-a-dire & leur retrancher leurs moyennes et a

les diviser par leurs ccarts—types.

L'analyse prccédente revient alors 2 chercher les vecteurs

pronres de la matrice des corrélations des variables.

Toutefois, lorsque l'ensemble des variables est homogéne,
et lorsqgue les différences entre les ¢chelles des différentes
veriables ont une signification, il est plus r.isonnable de s'en

tenir ~ux domnées initiales brutes.

La représentation la plus courante consistera a faire
figurer les proximités entre points—observations sur un graphique—

plan dont les axcs sont les deux premiers axes factoricls.
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51 ceux—ci s'avérent insuffisants pour resumer ces proxi-
nités, on adjoindra, sur un deuxiéme graphique les positions de
ces points dans le systéme des troisiéme et quatriéme axes facto-

riels, etc...

Soit Xij la jeme observation de la variable 1.

. .eme . . .
Les coordonnées du j point-observation sur les deux premiers
axes factoriels (de cosinus directeurs u et s) sont les produits

] t
scalaires u Xj avec 2

t t Z
et 5 X. avec 3 s X. = 8. X. .
J J i 13

Aingi, ccs nouvelles coordonnées apparaissent comme des combinaisons

lincairces, des variables initiales.

Correlations variables—-composantes

Su.cosons les variables centries et reduites ; calculons le coefficient

. . . eme . cme
de corrélation entre la i variable Xi et le k-~ facteur uk g

L D e 6D
e Xy (£ w X )
j e

e T ej

1l

c(i,k)

\\//var (xi) . var (uk)
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var(xi) = 1 puisque la veriable x, ost réduite.

P ) cme ) 1 . . .
var&uy) = M (k valeur propre = max ukVuk (max1mum 11e)
D'autre part la somme . X (ij-u x .) = S

autre pa n ij VL Ve ¥oj) T

J e

stecrit s

S =

Bi—

X N ) z
eL (inj Xej’ ke T L4— Vie “ko
J

Commc W est vecteur propre de V ¢

/ Vik “ke
e

Ainsi, lc coefficient c(i,k) s'écrit : c(ik) = uy W

On a donc le résultat suivant

= ’\kui

—~ Dans le cas ot 1'analysc ¢3% offectuce sur des variables centrées

rcauites, les coefficients de corrélation entre une variable "i"

. : . cme
ot un facteur "k" sont proportionnels a la I composante

(0]

.

e 1! xe factoriel "k".

Aingi, =i l'on porte sur deux axes lcs noints ayant pour
9 & 0

. . Cllcs .
coovdonnees (ui, si), i "YY composantes des premier ¢t sccond

axcs factoriels, on obtiendra dans le plan p points—variables,
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dont los proximites pcuvent s'interproter en terme de corrélation.

Notons que si l'on porte ces p pornts—variables sur le méme
grapliicue que les n  points-observoetions, on enrichit considera-—
blecucnt sa lecture.

m cifety, au vu des coordonnées des points—variables, on a aussitdt
unc idée de la signification de facteurs, et l'on sait quelles
variables sont responsables de la proxinite entre telle ou telle

obssrvation.

I1 sc¢ dégage ainsi une notion de proximité entre variables et

obscrvations, confirmee par la remaryue suivante :

- les points variables sont des "barycentres" des points—observations,
chaque point—observation étant affecté du poids '"valeur de la

variable pour cette observation". De la m@me fagon, les points-—

observations sont des burycehtres des points-variables.

: - ” .eme .
En effety, nous avons vu que la coordonnée de la observation
ume . e
sur le k axe fuctoriel s'ecrivait s
c.. =/ u . X, . pour k = 1y 26w
K L i %y (x s )

(co ¢ui prouve gquc lc point cj ¢s8t barycentre des 1 points—

variables u; avec les '"poids" Xij’ dont la somme est nulle).

‘ 1
Commc 1 est vecteur propre de V = (v..) = (— Xo. X,
I pro; (13) (nZe_ i g Je)
On a de mBmey, puisyuc w est vecteur propre de V 3
Vu = A 1
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ie “je

Soit 2__ (%Z—X Xi) W =Aku

=g

Que 1l'on peut ecrire :

(Zukl Xie) *ie © >\kukj

+ L3

—
Ll

On rcconnalt c o défini plus haut dans la parcnthése 3

. _
%Lokexje —Akukj
e
Ainsi, en remplacgant W par uk/\l41>\k on a les deux rcelations
s
I S
\/n/\ (o — — L
k kJ - e ej
e
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I:4Q>Exemple d'application.

1) Variables 3
A. Catégories socio—professionnelles (8 variables)

B. Consommations médicales. 11 variables : consultation,
visites, actes c¢n ByK,R pour ville et hdpital,
phurmacie;, soins dentaires et fréquentation hospi-
taliére.

(B:analyses, K=actes techniqucs, R=radiologie)

2) Observations : les départeaents frungais (reperes sur

la figure 1 par leurs numeros minéralogiques).

3) Remarques généralcs :

Le premier facteur correspond & une valcur propre
reoprésentant 40 o de la somme des valeurs propres 3 le second est

reltdlf o uns valeur propre representant 20 6 de cette somuae

(trace de la matrice des corrélations).

La figure 1, qui donne les positions des points—variables

et den points-observations résume donc 60 % de la dispersion totale.

Mais cela nc signifie pas que uous n'avons que 60 %
de l'informution disponible; car les 40 rcestant ne sont pas
"int rcssants” du point de vue de 1l'interprotation. (In effet,
81 wou cjoutons d'autres vuriables sans aucune corrélation avec
lcs o cedentes ni entre elles, celles-ci augmenteront la trace
(sommo des éléments diagonaux dc la matrice des corrélations) sans
augiicnter les premiérces valeurs propres. Tout en ayont la mZme

inforuwation, le "pourcentage d'explication" diminuera.

4) Lecture de la figure 1 : (voir page 53)
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Le premier axe factoriel, porté en abscisse, peut 8tre
gualifié "d'axe d'urbanisation" au vu des variables qui y participent.

(sbscisses, sur cet axe,des divers points-variables).

I1 opposec cn effet le pourcentage d'agriculteurs,a gauche,
aux pourcentages de professions libérales, dc¢ cadrcs ot d'umployés,

a droitec.

Les ubscisses des points-départemcnts sur cet axe sont
cgalencnt significatives : a gauche la Creuse, la Muyenne et
la Vendée, & droite la Seine. Notons que la gualificution de ce
premicr axe factoriel "d'axe d'urbonisation" n'est qu'une apprécia-

tion gui a un caractére approché.

Si cet axe n'avait aucune interprétation évidente,

l'analyse n'en aurait pas été moins interessante.

Le deuxiéme axe separe principalement les consommations

de ville des consommations d'hipital.

Dans la partie supericure du graphigue, se trouvent essen—

tiellcucent des départements du liidi.

Une proxiumité entre deux points—variables (respectivement
deux goints—départements) s'intcroréte en terme de corrélation
(respoctivement de comportement similaire vis & vis des variables),
et cecol d'autant plus que ces points occupent des positions excen-
triques (ce qui signifie alors qu'ils sont bien corrélés, dans un

sens ou dens un autre, avcc les fucteurs).

S'il n'est pas important de connaitre lcs échelles choisies
sur lcg axes, pour interpréter les diverses proximites, la position

de 1l'oricine, elle, doit donc Btre connue.
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II -~ ANALYSE FPACTORIZLLE "B FACTEURS COMMUNS ET SPECIFIQUES"

Cette méthode, qui est & l'origine de l'analyse factorielle,
n'est pas destinée & rcduire des donnses sans hypothéses

préalables, dauns un but descriptif.

Elle pose au contraire un modéle "a priori" qui est le suivant 3
IT.1. Le_modele

Les variables que 1l'on observe ne dépendent linéairement
que d'un petit nombre de facteurs sous-jacents, a un rédisu aléatoire
pres.

-~

Appelons comme précédemment Xij la jeme observation de la

i variable. Xj est donc un vecteur—-observation.

Le mod&le stipule que (p étant le nombre de variables)

X. = jA&:fj + aj

J

)

(1) (p,0 (=) (pg)

— Les nombres entre parenthéses indiguent la taille des matrices.

-~ r est le nombre de facteurs.

Pour r = 2, par exemple, comme dans le cas des facteurs
"intelligence" et "mémoire" que cherchaient les psychologues,; le

systéme matriciel (1) stécrit s
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13 1 *15 1 125 '
1
XZJ = “\2 f1J + ;\_2 f2j +-a23
1
LA \
g = 5 f1j + - f23 -i-a,\,‘_J
1
-\
X = T\ f,. + - +a
D3 b 713 D 2] Dj

Chagque observation est donc la réalisation d'un vecteur
aléatoire & p composantes; qui ne dépendrait principalement
en réalité que de deux variables aléatoires : les deux facteurs

f et T & quelques variations résiduelles prés.

1 2’

- Bupposons les variables centrées, et ealculons la matrice des
covariances expérimentale des p variables,

- Bupposons également que les résidus aient des corrélations nulles,

avec les facteurs, et entre eux :

e fx— \
v, = %? X, . X . =S;—\§i;&ikfkj + A k§£§ek'ﬁk'j+a .)
k

|
ie 7 Tij Tej A 3] ej/
J J k!

13 €J

Yie ~ zg:'\ik'xek' ;E::f_.f . ZE:.a.. a_ . ®
Kk ! 3Tk k'J 3

Hotons F 1la matrice de covariance des facteurs, de

terme général

Py = % ‘fkj fklj
J
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Notons / 1a matrice des coviriances des résidus, de terme général

J
-~ - .~ > (« . 0
(d'aprés nos hypothéses précsdentes, O jo = 0 si 17(e,
donc /\ est diagonale).
Lt'équation @ s'éerit matriciellement s

V=/\FJG/\+A

Supposons (encore !) les facteurs indépendants, et de variance 1.

Mors F = I, (mrtrice unité)

et v:,/\t/\+A @

Sur cette équation matricielle, le lien avec 1l'analyse en compo-—
sinte principale est clair : en effet, l'analyse en composante
principale revient & décomposer la matrice de covariznces V

de la fagon suivante

V = R At R (R : matrice orthogonale

dont les colonnes sont les vecteurs propres).

A étant diagonale, a élément positif, on peut poser @

—t—

Y -
A =1 /A

ii ii

Par suite : vV = (R ZL\VZ) (A‘/z. g R)

- t
Posant : | = RAVZ on peut noter V = [. \— @
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est une matrice aont les colonanes sont les vecteurs propres
de V, multipliés par les racines carrces des valeurs

propres (rangées pPar ordre décroissant).

L'analyse factorielle en facteurs communs et spécifiques
suppose donc qu'en retranchant une matrice diagonale & cléuments
positifs de 1la mitrice des covariances; on peut obtenir une
décomposition analogue & celle donnée pair la relation Q@} s
mais dont la matrice Iﬁi aurait un certain nombre de colonnes
nulles 3 le nombre 1r de facteurs étant précis’ment le

nombre de colonnes non nullcs.

N

\utrement dit, 1la matrice des covariances peut se
9 D
N -
"factoriser" sous la forme V = Iﬂ L I &tant une matrice
carrée (p,.p), Mais la matrice V = [\3 n'est plus que de

rang T

Ayant (p - r) valeurspropresnulles,elle peut donc s'écrirve :

t
V - A= N\ /\ (J/\étant une matrice (p, T)

seulement)

On voit par comparaison des formules (3) et Q@) que lorsque les
résidus ont une tres petite variance, donc que les éléments
diagonaux (jii de /\ sont petits, l'analyse en facteur
commun et spécifique domne des résultats voisins de l'analyse

en composantesprincipales.
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II.2. Problémes dl'estimation

Nous n'insisterons pas ici sur les problémes poses par
un tel modeéle, d'un volume d'ailleurs peu compatible avec l'étroitesse

du champ d'application de 1la mzsthode.

Nous 2llons donner ici, quelgues moyens pratiques de calcul,

en renvoyant aux ouvrages cités en référence les lecteurs "curieux" !

Le probleme essentiel est d'estimer ,Z§9 matrice diagonale
des variances des résidus specifiques.
Une fois /\ connue, il suffit de chercher les composzantes principales
de V - /\ 3 on ne doit normalement trouver qu'un petit nombre de
composantes diffcrentes (statistiguement) de zéro. Nous allons

donner ici deux spécifications pirticuliéres du modele :

a. lodéle & variances spécifiques égales

Pour ce modéle, les élcéments de A\ sont tous identiques & un

~ . ﬁ_,z N . I s IS -
méme scalaire (37 . Chaque observation est geuneree par un
schéma du type
Xj = _/\_fj + O aj
. . 5 ATA L2
Avec pour matrice des covariances ¢ V = B (x'x) =/\/\+5°I

On obtiendra donc une estimation de /\ en prenant les composan-

tes principales de 1}5 = V - 6*2 I.

oi vV = R Dt R (R orthogonale, D diagonale)

On a alors @
2 t - 2
V -g~ I = R D R -0 I

RD 'R - 6° RR

R (D-g5°1)R



Ainsi,; les valeurs propres de -\g sont donc celles de V,
diminuees de (T‘Z L.
(oomme ?JB doit étre de rang T < _py V doit avoir G

comnle racine multiple d'ordre P ~-1).

Donc, si dans une analyse en composantes principales, les
petites valeurs propres sont sensiblement égales, on peut
considérer les donnces comme ayant 546 générées par un

modele & variances spécifiques égales.

Les variances spécifiques ne sont pas égales, mais proportio-

nelles pour la 1 éme variable & (1 - Rf), complément & 1
des carres des coefficients de corrélation multiples de la

variable avec toutes les autres.
Si diag A désigne la matrice diagonale des éléments
diagonaux de A.

On a 5 _1 -1
d(‘l—Ri) = (diag V7 )

<

ieme

il = Rf) est la matrice diagonale ayant pour 1 °me €lément

1 - R2 .
i
On peut verifier cette relatiocn en développant par bloc
le diterminant ’V' . Le modéle s'écrit donc
’ -1
Vo= AN + X (diag V)
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On revient au modele a variance spécifique égale en faisant

le changement de variable

R
Z5 = (diag'v1)/i xj

-1 N
On est amené a diigonalicer la matrice (diag V 1)/2 V(diag V 1)/1

Ce modele donne alors les résultats les plus raisonnables

compatibles avec les hypothéses retenues (et voisins de

1a méthode de LaWvley).
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IIT — ANALYSE DANG TNE 0LTRIQUE ASSOCILE A UNL PORME QUADRATIQUE
VERINTS POSTITIVE

ITII. 1, liethode

Soient s eeneey X des éléments de RP. On définit

la distance entre deux ¢léments X et Xj de Rp9 par :

2/ t
d (19 J) = (xl - XJ) Q (Xi - XJ)
ol Q est une matrice associde & une forme quadratique définie
positive. Or, on sait qu'il existe une matrice régulieére C

telle que

Q= Tce
donc dz(i, j) = t(xi - Xj) tG C (xi - Xj)
Posons : y, = Ox, 1<;i:<? (représentant x, dans la
nouvelle base)
®(1, §) - Yy, - vy -y

S

llous cherchons une forme lincaire v, telle v(x.) = z{ V. X..

J - 1 W
141ép

et avec v, = v(ai) PERe:! ou les &y sont les ¢léments

de base initiale. Cette forme lincéaire v étant astreinte

a'"resumer" l'information contenue dans 1l'observation j.

. . I . . n .

C'est l'application linsaire '"projection sur R ". Pour avoir

cette bonne approximation de 1'information contenue il faut

que les distances entre les projections soient maxima (c'est-a-—

dire tellzss cue les tv(xi - Xj) soient maxima) dans la

nouvelle base :

tv X = (tvOC—1)y
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Comme au (I.2, page 39) dire que la déformation est minimum c'est

dire que :
1 ”l% . t
u  Lou est maximum avec uu = 1

-

ou () est & un coefficient prés la matrice de covariance des ¥y

) = (1)ij) avec Vij = EE (yik - yie) (yjk - yje)
1k, e4p

comme y = Cx, on voit facilement (en frangais dans le texte) que s
/- et

donc que la forme lindaire wu cherchée est solution de (cf. I.2).

gCVtCu - A
@
l tu u = 1
Nous savons résoudre ce probléme.

In wffet, la forme linéaire cherchée est telle que :

tu _ tv 0—1
donc w = ° (0—1) v
et v = K Cu

Multiplions (I} & gauche par tC

‘ccv Pecw) = A cw

clest—a~dire (V) (v) = -\ .
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On sait que la forme lindaire cherchée est le vecteur propre

de
(Nous notons au

a les mémes vale

On constate alors

passage que

urs propres que

~ue l'on a les

i/ Norme de Vv
QV) (v) = Av en mult
(Va) (V) =Avv
alors que Vv est appelé

Q . V relatif & 1la plus grande valeur propre.
¢ v %

est symétrique et

QV).

normalisations suivantes

ipliant & gauche par V

facteur du nuage de points,

Vv = x sera appele axe factoriel du nuage.
On avait la relation :
v = tC u
el v = w or, Tou = 1 gone wio™! Yol ¢
. -1
soit v Q v o= 1
ii/ Norme de x = Vv
QV (v) = Av donc V(v) = A Q-1 v
tv Vv = :\t v Q-1 v
d'oll s JGv Vv = 'x
-1
x = Vv tv = tJ!:V
alors VQ x = —\ b
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Multiplions & gauche par tv

i

tx V_1 V@Qezx '\t X V-_1 x
tx Qx = :\t b'e V—1 X

A @

it

"\t vV

tx Q x::i\zr

IIT.2, BExemple G'application s analyse discriminante

Le probléme général de 1l'analyse discriminante est le
suivant: ¢ il existe plusieurs populations wultidimensionnelles
P1, P2, sesoss Pq.

Les observations statistiques forment donc g "paquets"
d'effectifs divers, le "paquet" i contenant par exemple N;

observations du vecteur x.

[exemple : on mesure 15 variables sur 1.000 ménages répartis
en 8 catégories socio-professionnelles (qui constituent une

partition des 1.000 mén&ges)]°

Le probléme est le suivant ¢ disposant d'une observation multidi-
mensionnelle supplémentaire (c'est-a-dire : un vecteur

observation), nous nous posons la question s

De quelle population cette observation provient-elle le plus

vralisemblablement ?
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LPour notre exemple : peut—on prédire la catégorie socio-
professionnelle d'un nouveau ménage caractérisé par ses

15 wvariables ?}

Le probléme prend tout son sens lorsque les valeurs des
variables sont les seule indices permettant de classer les
individus. 8i les populations P1, PZ’ sesoss Pq correspondent
3 des maladies, et les variables mesurées sur les individus

3 des résultats d'analyses et & des symptémes, 1l'analyse
discriminante permettra de réaliser un diagnostic. (D‘oﬁ le nom

"fonction diagnostic™ donné parfois aux facteurs extraits).

La figure A représente le cas ol l'on mesure seulement deux

variables par individu, 2vec quatre populations.

/,ﬁ} N
/ / N

Figure A

de
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lous supposerons (ce qui est une hypoth&se trés forte) que les
matrices des covariances sont les mémes dans les diverses

populations. Leur valeur commune cst notée "V",

Nous wvoulons donc trouver des facteurs, c'est-a-dire des
opérateurs-projeciion sur des espaces a une dimension, qui
permettent de représenter les points d'observations en

accentuant l'appartenance & telle ou telle population.

La nécessitée d'une métrigque particuliére s'impose comme on le
voit sur la figure A 3 les points B et D sont & des distances
differentes dau point moyen P19 et pourtant ils ont visiblement
la méme probabilite d'appartenir & cette population.

L'équation des divers ellipsoides d'égale deunsité étant

de la forme

t;cV_1 x = k (k = constante positive),

nous choilsirons une distance de 1a forme 3
2. _ t _ -1 _
da (119 Xj) = (xi Xj) v (xi xj)

Clest-a—dire une distance qui fait en sorte que B et D

solent equidistants de P1.

Avec cette métrique, nous analyserons le nuage des points

moyens, dont la matrice des covariances seri notée I

On doit donc chercher des fonctions u telles gue @

v Mu = A

il

Les fonctions u sont appellées les fouctions discriminantes,
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Remarquons que s'il y a q populations, le rang de M est
inférieur ou égal & q - 1. Il y a donc moins de q - 1 fonctions

discriminantes,

Dans le cas de la figure A, 1la premiére fonction discriminante

serait 1l'opérateur : "projection sur zﬁ& parallelement & "

S'il n'y a que deux populations, la matrice M (de rang 1)

n'est que le produit du vecteur "différence des vecteurs moyens"

par son transposé (& un coefficient prés)

. — t,— -
o= (& -x)  (x - %p)
On a donc
-1 = - t, = = '
v (x1 - X2) (Xq— X2) u = -x u @
Multipliant & gauche par t(§1 - 22)

[t(§1 %) VO - ;‘2*1! {t(;ﬂ - %) “l? -\ 6(51 - E,) )

La quantité entre crochet est un neabre réel (on a une forme bili-

n:aire ); elle est Sgale & A s valeur propre cherchee.

On 1'appelle distance gén:ralisée des deux populations

multidimensionnelles,

On voit facilement que u = V—1 (51 - 52) est vecteur propre de

-1 . .
v M, pour la wvaleur propre —\ precedente.
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Cette fonction qui s'exprime simplement en fonction de V, de

X (respectivement points moyens des premiéres et

Y 52
secondes populations) est 1a fonction discriminante des deux
populations Ala matrice des covariances interne V commune

aux diverses populations se calcule,en pratique, en faisant

uie moyenile pondérée des diverses matrices de covariances internes

expérimentales).
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IV - ARALYSE FACTORIDLLE DDS COLRESPONDANCES

IV.1. Le probleme pour 1'utilisateur

L'utilisateur se trouve souvent en présence de 'gros'" tablecaux
de correspondances I x J (ou I xJ x K) ("Contingency tables"),
ofi, & un couple (i, jJ) {IxJ’ (ou un triplet (i, 3j, k) éIx Jx X),

correspond un nombre.

Dormnons comne exemple le tableau (13 x 90) qui croise
les causes de décds ¢t les départements, pour une classe d'fAge.
A l'intersection de 1la ligne du departement 1 et de 12 colonne de

la cause j se trouve un nombre k(i, j) de decédés.

Do tels tableaux pourraient, dtailleurs, &tre étudiés par

l'analyse en composantes principales.

I1 est plus naturel de chercher une méthode qui tienns compte

du caractére probabiliste de ce type de donndes.

Si k= Z k(i,3) 5 p(Ld) = k(1,9) -8t un.

(i,3)€I=T k

estimation de probabilité,

d

p(i)

k(i,3)/k

il

<
o

p(J) k(i,3)/k

[N
7™
b~

suvent &tre interprités en termes de lois marginales.
2D

Dans notre exemple 7p(i) caractérise 1l'importance du département "i',

p(j) 1'importance de la cause de décés "j".
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Tt

Ce qui est surtout intéressant, lorsque l'on compare les
causes de déceés de deux départements, c'est de confronter 1la part
de chaque cause dans le total des décés départementaux, et non pas

les nombres absolus de déces.

En un mot, il est intéressant de comparer les probabilités

conditionnelles de décés des départements.

I1 s'agit donc de trouver une methode qui permette de
décrire les éventuelles proximités existant entre les lignes
et entre les colonnes d'un tableau de correspondances(proximités
entre formes indépendamment des niveaux ou tailles), compte tenu

des poidas différents de ces lignes et de ces colonnes.

Tableau de correspondances
i J » 13,

p(i,J —>Z>(m>=p(i)

B
e
! Lhed P\

i i el g et il

~—

= p(i;3) = p(3)

el
28 P(ioi)
b p(i, j) = 1 'iﬁf 5(3)



Iv.2.

2.

Le probléme pour le¢ statisticien

1) Position du problime

Comme dans le cas des composantes principales; on va se
placer dans un espace ayant autant de dimensims qu'il existe
d'éléments dans une ligne ou une colonne du tableau de

correspondances.

Choisissons les colonnes pours fixer les idées (pour
notre exemple, on se place donc dans un espace & 13
dimensions, dans lequel on aura par conséquent 90 points).
Nous verrons plus loin qu'il y a intérét & prendre comme
dimensions celles correspondant au plus petit cbté du

tableau rectangulaire.

Nous n'allons pas, comme nous l'avions fait précédemment,
placer directement les valeurs p(i,j) ou k(i,j) sur les

axes de cet espace.

Lorsqu'aucune confusion n'est & craindre I, J désigne-—
ront aussi bien un ensemble que le nombre des &léments de

cet ensecmble.

J . .
Dans l'espace R nous coustruirons un nuage de I points,

chagque point ayant pour coordonnces les quantités :
! \
p(i, 3)

\ p(3) o3 ¢J

et Gtant affecté de la masse p(i).
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J3 AR N
7 N
/// i LY
« o, \\
\
i 1
\. xpi o
\
\
O \\ /// e ; J 2
FPigure B

Nous noterons g; le vecteur dont les J composantss sont

! \

[ p(i,3J) \

p(i) f ik

/

, - . i n -
Remarquons gque les I points PJ sont tous situés dans un

hyperplan (sous—espace & J-1 dimensions), puisque leurs

coordonnées vérifient la relation

;’:'__ E%J—)_ = 1 pour i = 15 29 @005 0 I
i @

Remarquons également que si deux points sont proches dans cet
espace, cela signifie que les "profils" des lignes représentées

par ces points sont voisins.

I1 n'est pas raisonnable de mesurer la distance de deux points

par la formule classique 3
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a 2
P(isj) p(i', j)

a2 (i, iv) = Z%:j

A FS I p(it)

In effet, dans cette formule intervient la comparaison
terme & terme des J éléments des profils de 1 et de 1i'

en donnant & ces j éléments le méme poids.

Supposons que les effectifs, mesurés par p(Jj,), de

la colonne Jj, soient considérables.

Dans dz(i, i') 1le terme :

¥

p(i, jb) - p(i', jQ)

p(i) p(i')

sera trés grand par rapport aux autres, et jouera un rble

excessif dans 13 détermination des proximités.

L'expression pondérée 3

2 df, 1) = e 9 e &)
J{J p(J) p(l) p(l')

a le mérite d'atténuer ces disparités.

2
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Elle a également l'avantage de verifier le principe
"d'equivalence distributionnelle", c'est-a-dire que si deux
points P} et P}‘ sont confondus et si on les considére
comme un Seul point affecté de la somme des masses de i
et de 1i'; alors les distances cntre les éléments de J
ne sont pas modifiées., Cette propriété se vérifie en faisant
jousr un réle symétrique aux indices i et j dans la

formule G; 5

cei/ens
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2) Résolution du probléme

Le probléme se¢ situe donc dans le cadre du Chapitre III,
i i1
puisque la distance entre P} et P% n'est pas une somme de

carrés.

Ccvendant, la métrique Q utilisee ici est particulieérement
simple, puisque 12 matrice associée & 1a Torme quadratigue est
diagonale, et vérifis la relation (cf. formule @D )

1
.. = . = 0 si lr,i/
25 (ay '),

p(J)

Le changement de base effectué précédemment (y = Cx avec C
telle que Q = UCC) est ici immédiat puisque Q est diagonale.

C est également diagonale (simple changement de l'sechelle des axes),

et telle que

°55 ° \/‘;;i“ - oy = 0 s 3 40)
\/p(3J)

On est donc ramené & unc analyse simple en prenant comme coordonnées

des points du nuage les guantités

p(i, J)
p(i) \/p(3)

Le nuage e¢st maintenant dans 1'hyperplan H dt!'équation

Z \/P(ID XJ' = 1 @

J
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Le terme ij.l de la matrice des covariances v

stécrit
(en faisant intervenir les poids p(i)d, 1 {_I)o

51, 3) o(i, 3°) . ,__)}
SV, o=y p) . : - AGEG
L Zp b)) Ve p(1) VRGN ( P3|

-

EBn effet, la jeme

composante du point moyen (centre de gravité)
s'écrit :

(i, J) p(J)

m’j = ‘Zh‘p(i) . — = \/ P(j)
(1) \/p(3) \/5(5)

utilise la décomposition classique de la covariance

]

La rslation C?

Xy

Zfi(xi -x) (35 = 7) =Zfi ¥y 7

ij' stécrit finalement :

p(i, 3) »p(i, 3*)
7 . 5

p—
A S ~ - /) VeGn)
& T o) V() \V/eG)

Les facteurs cherchés vérifient 1'équation
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Soit ¢

p(i,3) p(isk) T
o Db VoG w, Ny
0 22 v * 4 R

I1 y a J équations de ce type (J = 1, eeeeceaes )

./
Notons que le vecteur propre u défini par W = \//p(k)

est racine évidente de ce systéme.

En effet, lc¢ premier membre de (:) se réduit a

\/p(a') ~ \/ p(3)
et le second membre & :\ \/ p(3)-

u est donc vecteur propre relatif & la valeur propre O,

Remarquons gque tout vecteur propre v solution de ép,

et différent de u, est solution de l'équation simplifiée @] z

_ p(i, §) »(i, k)
L
@) 3 .} uk ;\ u

b @ /) /)

I

En effet, v QJI} support du nuage, défini par 1l'équation @};

par suite :

p(3) > Ve v, = o
k
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Finalement les calculs se résument & ceci

on cherche les vecteurs propres de la matrice symetrique S

de terme général :

- p(i,3) p(ik)
Sk T j5:~ —

<

L) /() px)

La projection du point "i" de l'ensemble I sur le. 1

axe factoriel est égale & fr(i) tel que :

P(i9 k)

f (i) = zg:j u,
k p(i) | /p(k)

Comme nous cherchons des facteurs qui s'appliquent sur les
doniées initiales
b (is k)
p(1)

(sans modification d'échelle)

il nous faudra prendre comme facteur v

Vrk = Yk // \/4;5;;

—

W.B. Le vecteur ayant pour coordonnées \/p(k), vecteur propre
de V correspondant & la valeur propre O, est vecteur

propre de S, correspondant & la valeur propre 1.

[Ce vecteur, q-—orthogonal & H; n'est pas & prendre en

compte dans l'analyse] .
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3) Liaisons entre les représentations des ensembles I et J.

Nous venons de représcnter les proxinités centre les
¢léinents de l'ensemble I, vis & vis de leurs associations

avec ceux de 1l'ensemble J,

On pourrait, en renversant les rdles de I ¢t de J dans
les calculs ci-dessus, obtenir une représentation analogue
des éléments de J. Mais I pcut 8tre trés grand (I = 90 pour
notr. exemple) ; les calculs faisant alors intervenir des
.xtractions de valeurs propres,relatives & decs matrices (I,I),
deviennent alors colitcuses, ou parfois impossibles. Fort
heureusement, il existe des relations simples entre les

facteurs représentant I et ceux représentant J :

Les facteurs uk/ \ [p(k) = v, » issus dc l'equation 4',

verifient :

(5) 2_ Z p(i,i)  plik) ;’k - A v,
k

i p(i) »(3)

(5) est obtenu & portir de 4' en remplagant u,_ par

k
sa valeur e¢n fonction de Vk/>

Sommons les deux membres de l'éguation (5)

par rapport & Jj, en ponderant les termes par la quantité

?ﬂeyj)
p(e)
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L
AR

On obtient, en intervertissant les signes

(6)2 Zp(im-p(lm) Z_g{}_,ﬁ v, 2 Z p(ed) v,
[ |
. J J

p(e) p(3) . © o op(i) p(e)

On reconnalt, entrc les accoladcs, le terme général d'une
matrice analogue & celle de 1'équation (5), ot i et j auraient

éte periutés.

Posons 2 p(i,k) v = T
- 'k i

N p(i)

Alors 1'éguation (6) nous montre que le vecteur w, dont
les composantes sont les LA est un vecteur propre gui joue pour J

le r@uc rdle que le vecteur Vv pour I.

On passe donc trés simplement de¢ la represcentation de

l'cneenmble I & ccelle de J.

Un point reste cependant a4 éclaircir, celui de la norme

du vcecetcur v,
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Calculons-la :

zzj p(i) w, ZE_(:TSZ p(i,k) v, 2 . p(i)

p(i)

X\ . .
= L L z p(i,k) p(i,k") Vi Vi

i k Kk pit)

D!'aprés 1l'éguation (5)

2

= jg:_ >\vk, .- p(k")

kl

A Z (k') vk,z
w

= ;\ (puisque V est

q. normé)

Posons donc maintenant

(1) aviw Zpu K v,

p(i)

Le vecteur ainsi obtenu est donc de norme 1.

Ainsi, les facteurs du nuage J sont proportionuels aux
coordonnecs des poiuts représentatifs de I sur les axes factoriels

du nuege I, (et réciproguement).
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IV.3. Representation simultance des cnsembles I et J.

On peut représcnter les proximités entire les éléments
de I dons le plan des deux premiers axes factoriels. (les coor-—

donnies du point "i" sont alors les nombres Was et Wzi)

On peut représenter sur le méme graphique les proximités
entre lcs éléments de J (les coordonnées du point "j" étant
les nombres A\ et VQJ). Cette représentation simultanée est
justifiée par le fait gque les W, apparaisscnt conmne des barycentresg

des Vj s chague Vj étant affecté du poids p(isg) , probabilité

p(i)

conditionnelle d'occurence & J sachant que i est réalise.

[-ainsi, dens notre exemple, le départecment i est d'autant plus

prés ae la variable J que celle-ci intervient fortement dans

ls profil de ce département]

IV.4. Exemple d'application.

L'analyse des correspondances posséde un bon pouvoir
descriptif des tableaux de nombres positifs. (Sens que ceux—~ci soient
forcement des tableuux de probabilités ou du freguences).

Les résultats obtenus lorsqu'interviennent des variables
gqualitatives (variables prenant les valeurs O ou 1) sont sensi-
blement meilleurs que ceux gue donne 1l'analyse en composante princi-

pale.
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Ainsi,, puar cxemple, l'unalyse de la matrice associce
a un graphe a 25 sommets (représentant un damiecr 5 X 5) par
cette méthode (figure 3 ) donne une représentation plus satisfaisante
dans 1lc plan des deux premiers facteurs que 1'analyse en composante

princinale (figure 4 ).

Application au tableau de 13 causes de décés départcmentales s

Ce tableau a pour terme générique k(i,j), nombre de
decédés masculins de la classe d'Age 05-74 ans en 1962 pour le

département 1, par la cause J.

Les 13 couses de décés sont les suivantes, avec entre

parcinthése les effcetifs totesux correspondants

TU ¢ Tuberculose de l'appareil respiratoire (1.279)

CA : Cancer de %cutes formes (noun coumpris les leucémies) (14.425)
CB : Cancer bronco-pulmonaire (2.186)

LB : Leucénie  (376)

DI : Diabdte sucré  (036)

LV : ILésions vasculaires intra-craniennes (8.020)

CO s llaladies du coeur  (14.249)

GR - Grippe  (477)

PN : Pneumonie, Bronco-pneumonie (1.186)

AL : A4lcoolisme  (S917)

CI s Cirrhose du foie (2.736)

SU : Suicide (733)

AC 3 Accidents et morts violentes (non compris les suicides) (2.051)
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Le graphique II représente les proximités entre les
départements, entre lecs causes dc décés, et entre départements

et couses de déceés.

Rappelons que chague département intervient avec un poids
qui est le nombre total de décedés gqu'il contient 3 chaque cause
de décés avec un poids qui est le nombre total de décédés par cette

causca

On a une approximation de la répartition des déceés par
cause doens un département "i" cen regardent les distances du

point "i" aux 13 points-causes.

Notons que le premier facteur est caracterisié par une
forte porticipation de la cause "alcoolisme" s'opposant a "cancer

bronco—pulmonaire" et "maladie du coeur".

Tous laissons au lecteur le soin d'analyser plus preci-—

sément cette représentation.
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